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ВСТУП 

 

Конспект лекцій складений згідно робочої програми навчальної дисципліни «Методи 

оптимізації авіаційних транспортних технологій» відповідно до навчального плану підготовки 

здобувачів вищої освіти освітнього ступеню «доктор філософії» спеціальності 275 

«Транспортні технології» спеціалізації 275.00 «Авіаційний транспорт» освітньо-наукової 

програми «Транспортні технології в авіаційному транспорті». 

Програма навчальної дисципліни складається з таких змістових модулів: 

1 Детерміновані методи оптимізації авіаційних транспортних технологій 

2 Ймовірнісні методи оптимізації авіаційних транспортних технологій 

Мета викладання навчальної дисципліни «Методи оптимізації авіаційних транспортних 

технологій» – формування професійних знань та набуття практичних навичок в застосуванні 

методів оптимізації для удосконалення авіаційних транспортних технологій. 

Завдання вивчення дисципліни «Методи оптимізації авіаційних транспортних 

технологій» – освоєння і використання апарату теорії оптимізації для удосконалення 

авіаційних транспортних технологій; з'ясування ролі, стану і перспектив розвитку методів 

оптимізації авіаційних транспортних технологій; прищеплення здобувачам вищої освіти 

навичок дослідження і аналізу. 

У результаті вивчення навчальної дисципліни здобувач вищої освіти повинен 

знати: 

- сутність та напрями застосування оптимізації авіаційних транспортних технологій; 

- класифікацію методів оптимізації; 

- необхідні умови для постановки задачі оптимізації; 

- роль методів оптимізації в удосконаленні авіаційних транспортних технологій; 

вміти: 

- виконувати постановку задачі оптимізації на базі відомої математичної моделі об’єкту 

дослідження; 

- застосовувати результати оптимізації для підвищення ефективності авіаційних 

транспортних технологій; 

- використовувати сучасні інформаційні технології при оптимізації авіаційних 

транспортних технологій; 

бути ознайомленим: 

- з специфікою застосування методів оптимізації при дослідженні, проєктуванні, 

плануванні, аналізі та синтезі, а також управлінні авіаційними транспортними технологіями. 
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Змістовий модуль 1 Детерміновані методи оптимізації авіаційних транспортних 

технологій 

 

Тема 1 Методологічні основи оптимізації авіаційних транспортних технологій (2 год.) 

1.1 Мета та завдання лекції 

Метою лекції є ознайомлення з роллю методів оптимізації в удосконаленні авіаційних 

транспортних технологій. 

Завдання лекції: 

- ознайомити зі змістом, метою і завданням дисципліни, а також значенням 

дисципліни в підготовці аспірантів;  

- розглянути історію становлення та розвитку теорії оптимізації; 

- охарактеризувати поняття та напрямки застосування методів оптимізації 

авіаційних транспортних технологій;  

- розглянути етапи постановки задачі оптимізації авіаційних транспортних 

технологій; 

- розкрити класифікацію методів оптимізації авіаційних транспортних 

технологій.  

 

1.2 План лекції 

1.1 Історія становлення та розвитку теорії оптимізації. 

1.2 Поняття оптимізації авіаційних транспортних технологій.  

1.3 Напрямки застосування методів оптимізації авіаційних транспортних технологій.  

1.4 Постановка задачі оптимізації авіаційних транспортних технологій.  

1.5 Класифікація методів оптимізації авіаційних транспортних технологій. 

 

1.3 Основні категорії, ключові поняття та визначення теми 

Глобальний оптимум – оптимальне рішення для всієї множини допустимих рішень. 

Задача оптимізації – задача знаходження точки (точок) мінімуму (максимуму), або 

декількох мінімумів (максимумів) заданої функції. 

Критерій оптимізації (оптимальності) – показник чи система показників якості 

роботи деякої системи, значення якої має бути мінімізовано (максимізовано). 

Локальний оптимум – точка простору рішень, в якій цільова функція має найбільше 

значення в порівнянні з її значеннями в усіх інших точках її околу. 

Метод дослідження (від грец. methodos - шлях до чого-небудь) – спосіб пізнання явищ 

дійсності в їх взаємозв’язку та розвитку, спосіб досягнення поставленої мети і завдань 

дослідження. 

Методика дослідження – система правил використання методів, прийомів та способів 

для проведення будь-якого дослідження. 

Методологія дослідження (від rpец. methodos - спосіб, метод і logos - наука, знання) – 

концептуальний виклад мети, змісту, методів дослідження, які забезпечують отримання 

максимально об’єктивної, точної, систематизованої інформації про процеси та явища. 

Оптимізація (від лат. optimum – найкраще) – процес знаходження екстремуму 

(максимуму або мінімуму) певної функції або вибору найкращого (оптимального) варіанту з 

множини можливих. 

Проєктні параметри – невідомі величини, значення яких обчислюються в процесі 

оптимізації. 

Цільова функція (функція цілі) – функція, найбільше чи найменше значення якої 

шукають в задачах оптимізації з врахуванням наявних обмежень.  

 

1.4 Текст лекції 

 

Історія становлення та розвитку теорії оптимізації 
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Термін «оптимум» був введений в XVIII столітті Готфрідом В. Лейбніцем і в основному 

розглядався в застосуванні до теології – вчення про релігійні догмати, релігійну культуру та 

їх необхідності для людини. 

У перекладі з латинської термін «optimus» означає найкращий. Його пов'язують з ім'ям 

богині древньоіталійського племені сабінів Опи (богиня родючості, урожаю і багатства). Вона 

– дружина бога часу Сатурна і мати Юпітера (зберігача Римської держави). В одній руці вона 

тримає ріг достатку (міфічне джерело благ), а в іншій – символ вимірювання і рішення – ваги. 

Лейбніц у своїй філософської теорії викладав міркування про існуючий світ як про 

оптимум. Це переводилося як найкращий з усіх можливих світів. Однак в філософському 

вченні Лейбніца немає поняття допустимості. Але «найкраще» може бути і неприпустимим. 

Згодом його ідеї взяті на озброєння філософською течією «філософський оптимізм», одне з 

гасел якого звучить так: «Все, що не робиться, – все на краще». 

Історично виявлено кілька математичних закономірностей, що лежать в основі теорії 

оптимізації. 

XVII століття – П'єр Ферма встановив закономірність, яка полягає в тому, що при 

наближенні до точок максимуму і мінімуму швидкість функції падає до нуля. 

Ще раніше практики-землевпорядники використовували основні положення 

оптимального проєктування: 

• найкоротша відстань між двома точками – пряма; 

• крива заданої довжини, що обмежує максимальну площу, – окружність. 

XVIII століття – роботи Данила Бернуллі, Леонарда Ейлера, Жозефа Л. Лагранжа, 

присвячені варіаційному численню. Пізніше цими ж завданнями в XIX столітті займалися 

Карл Вейерштрасс і Карл Г. Якобі. 

Першими детально вивченими завданнями пошуку екстремуму були завдання 

лінійного програмування. Ще в 1820 р Жозеф Фур'є і потім Л.В. Канторович (1939 р.), Джордж 

Б. Данциг (1947 р.) сформулювали завдання лінійного програмування і запропонували метод 

її рішення – спрямований перебір суміжних вершин. 

До середини XX століття відбувся поділ теоретичних розробок і практичних потреб. Ця 

невідповідність тривала аж до створення ЕОМ в кінці 40-х років минулого століття. Після 

створення в 1947 р Д. Данцигом симплекс-методу і появи перших ЕОМ були сформульовані і 

вирішені тисячі прикладних задач. Трохи пізніше Р. Веллманном був розроблений метод 

динамічного програмування, який дозволяв вирішувати завдання для систем, характеристики 

яких залежать від часу. Також істотний внесок в математичне програмування і оптимальне 

управління вніс Л.С. Понтрягин, розробивши розділ варіаційного обчислення. Так до 70-х 

років XX століття в основному був сформований розділ прикладної математики – теорія та 

методи оптимізації. 

 

Поняття оптимізації авіаційних транспортних технологій 

Поняття оптимізації пов'язане з пошуком або створенням чогось найкращого в певному 

сенсі, що найбільш повно задовольняє визначеним потребам. Оптимізувати авіаційні 

транспортні технології (АТТ) означає знайти та встановити такі умови (значення параметрів 

АТТ), при яких найбільш повно проявляється та чи інша властивість авіаційної транспортної 

системи (АТС): розробити оптимальний план польотів – створити такий план, який би 

найбільш повно задовольняв деяким вимогам, наприклад, заявленим авіакомпаніями часу і 

кількості вильотів (оптимізація технологій планування польотів); спроєктувати оптимальний 

маршрут вильоту в районі аеродрому – такий маршрут, який би найбільш повно задовольняв 

вимогам, наприклад, безпеки та економічності (оптимізація технологій проєктування 

маршрутів). 

Під терміном «оптимізація», як правило, в техніці розуміють процес, який дає 

можливість отримати найкраще рішення в заданих умовах. Слід зазначити, що найкраще 

рішення деякої задачі з точки зору певної особи, яка визначає, що це є саме найкраще рішення, 

чи по іншому його називають оптимальне. З точки зору іншої особи, це рішення може бути 

вже не найкраще, а близьке до оптимального. Тому у визначенні найкращого рішення 
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присутній певний суб’єктивізм, який, зрозуміло, що по можливості в процесі розв’язання 

оптимізаційних задач бажано усунути.  

Відповідно, в процесі розв’язання складних технічних оптимізаційних задач, оцінку 

найкращого рішення має приймати проєктувальник (інженер), яка має значний досвід в цій 

області, чи колектив досвідчених науковців.  

Наступним моментом вище наведеного визначення є те, що це отримане оптимальне 

рішення в заданих умовах. В інших умовах отриманий результат вже може і не бути 

найкращим, оптимальним.  

Загалом існує багато визначень терміну оптимізації, але усі вони містять вищезазначені 

елементи, і можуть відрізнятися врахуванням лише специфіки та особливості області 

застосування.  

Зокрема, деякі з них:  

Оптимізація – 1. процес вибору найкращого варіанта з можливих. 2. Процес 

приведення системи до найкращого (оптимального) стану.  

Оптимізацією (від лат. optimum - найкраще) називається процес знаходження 

екстремуму (максимуму або мінімуму) певної функції або вибору найкращого (оптимального) 

варіанту з множини можливих.  

Оптимізація (від лат. optimus - найкращий) – процес надання будь-чому 

найвигідніших характеристик, співвідношень (наприклад, оптимізація виробничих процесів і 

виробництва).  

У найпростішому випадку задача оптимізації полягає у знаходженні екстремуму 

(мінімуму або максимуму) дійсної функції шляхом систематичного вибору вхідних значень з 

дозволеного набору та обчислення значення функції. Подальші узагальнення теорії та методів 

оптимізації до інших формулювань становлять велику область прикладної математики. 

Взагалі, оптимізація охоплює знаходження «найкращих можливих» значень деякої цільової 

функції в межах області визначення, включаючи різні типи цільових функцій та різні типи 

областей значення. 
Процес оптимізації лежить в основі усієї інженерної діяльності, оскільки класичні функції 

інженера полягають у тому, щоб, з одного боку, проєктувати нові, більш ефективні і менш дорогі 

технічні системи і, з іншого боку, розробляти методи підвищення якості функціонування існуючих 

систем.  

Ефективність оптимізаційних методів, що дозволяють здійснити вибір найкращого 

варіанта без безпосередньої перевірки всіх можливих варіантів, тісно пов'язана із широким 

використанням досягнень в галузі математики шляхом реалізації ітеративних обчислювальних 

схем, що спираються на суворо обґрунтовані логічні процедури й алгоритми, на базі застосування 

обчислювальної техніки. Тому для викладу методологічних основ оптимізації потрібно залучення 

найважливіших результатів теорії матриць, елементів лінійної алгебри і диференціального 

числення, а також положень математичного аналізу.  

Оскільки розмірність інженерних задач, як правило, достатньо велика, оптимізаційні 

методи орієнтовані головним чином на реалізацію за допомогою ЕОМ.  

 

Напрямки застосування методів оптимізації авіаційних транспортних технологій 
Методи оптимізації ефективно застосовуються при проєктуванні та керуванні 

технологічними процесами. При проєктуванні технологічних процесів і виробництв, а також 

систем керування вибираються найкращий метод виробництва, схема виробництва, технологічний 

режим, варіант системи керування. При експлуатації технологічних процесів і виробництв бажано 

забезпечити найкращий технологічний режим за допомогою оптимальної системи керування. В 

цих випадках виникає питання: а що таке “найкращий”? Вихідною величиною при аналізі 

технологічних ланок з точки зору оптимального керування повинна служити техніко-економічна 

ефективність ведення процесу чи проєктування. Рішення задач оптимізації з використанням 

технічних засобів, особливо ЕОМ пов’язано з коректною постановкою задачі оптимізації. Це 

особливо актуально в зв’язку з широким застосуванням систем автоматизації проєктування 

(САПР) і автоматизованих систем керування технологічними процесами (АСУ ТП).  

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%97%D0%B0%D0%B4%D0%B0%D1%87%D0%B0_%D0%BE%D0%BF%D1%82%D0%B8%D0%BC%D1%96%D0%B7%D0%B0%D1%86%D1%96%D1%97
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BA%D1%81%D1%82%D1%80%D0%B5%D0%BC%D1%83%D0%BC
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D1%96%D0%BD%D1%96%D0%BC%D1%83%D0%BC
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D0%BA%D1%81%D0%B8%D0%BC%D1%83%D0%BC
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D1%96%D0%B9%D1%81%D0%BD%D1%96_%D1%87%D0%B8%D1%81%D0%BB%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D1%96%D1%8F_(%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0)
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D1%80%D0%B3%D1%83%D0%BC%D0%B5%D0%BD%D1%82_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D1%96%D1%97
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%B8%D0%BA%D0%BB%D0%B0%D0%B4%D0%BD%D0%B0_%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A6%D1%96%D0%BB%D1%8C%D0%BE%D0%B2%D0%B0_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D1%96%D1%8F
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A6%D1%96%D0%BB%D1%8C%D0%BE%D0%B2%D0%B0_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D1%96%D1%8F
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9E%D0%B1%D0%BB%D0%B0%D1%81%D1%82%D1%8C_%D0%B2%D0%B8%D0%B7%D0%BD%D0%B0%D1%87%D0%B5%D0%BD%D0%BD%D1%8F


8  

Перша і відповідальна задача розробки алгоритмів прийняття оптимальних рішень при 

проєктуванні і керуванні технологічними процесами, постановка задачі оптимізації. Від її 

грамотного формулювання в значній мірі залежить алгоритм оптимізації.  

Теорія оптимізації знаходить ефективне застосування в усіх напрямках інженерної 

діяльності, і в першу чергу, в наступних чотирьох її галузях:  

1) проєктування систем і їх складових частин;  

2) планування та аналіз функціонування існуючих систем;  

3) інженерний аналіз і обробка інформації;  

4) керування динамічними системами.  

 

Постановка задачі оптимізації авіаційних транспортних технологій 

Перш ніж приступити до обговорення питань оптимізації, введемо ряд визначень.  

Проєктні параметри (шукані змінні). Цим терміном позначають незалежні змінні 

параметри, які повністю і однозначно визначають вирішувану задачу проєктування.  

Проєктні параметри – невідомі величини, значення яких обчислюються в процесі 

оптимізації. Як проєктні параметри можуть використовуватись будь-які основні або похідні 

величини, які призначені для кількісного опису об’єкта проєктування. Так, це можуть бути 

невідомі значення об’єму оперативної пам’яті, тактова частота мікропроцесора, довжини 

мікродавача, маса чутливого елемента мікродавача, температура, тощо. Число проєктних 

параметрів характеризує ступінь складності даного завдання проєктування деякого технічного 

процесу чи об’єкту. Звичайне число проєктних параметрів позначають через п, а самі проєктні 

параметри через х з відповідними індексами. Таким чином п проєктних параметрів певного 

завдання позначатимемо через х1, х2, х3, ..., xn. 

В процесі вивчення та формалізації оптимізаційних задач оперують такими 

складовими, як критерій оптимізації (КО) та цільова функція (ЦФ).  

Критерій оптимізації – це певна властивість об’єкта проєктування (критерій 

оптимальності – показник чи система показників якості роботи деякої системи, значення якої 

має бути мінімізовано (максимізовано)). Для прикладу: вартість виготовлення 

мікропередавача, максимальна швидкість автомобіля, максимальна потужність підсилювача 

низької частоти, швидкодія мікроконтролера та ін. Визначає критерій оптимізації, як правило, 

інженер чи науковець, який володіє знаннями в певній галузі та має досвід. В кожній 

оптимізаційній задачі необхідно знайти найбільше чи найменше значення КО.  

Для того, щоб оперувати критерієм оптимізації в процесі розв’язання оптимізаційної 

задачі, необхідно мати справу з його кількісною оцінкою, а не з якісною. Тому можна сказати 

так, що формалізують КО, тобто записують в математичній формі залежність КО від 

проєктних параметрів. Відповідно, даний запис називається цільовою функцією.  

Цільова функція (функція цілі) – функція, найбільше чи найменше значення якої 

шукають в задачах оптимізації з врахуванням наявних обмежень.  

В процесі розв’язання оптимізаційної задачі цільова функція дає змогу кількісно 

порівняти два чи більше альтернативних рішення. З математичної точки зору цільова функція 

описує деяку (n+1)-вимірну поверхню. Її значення визначається проєктними параметрами f = 

f(x1, x2, …, xn). 

Прикладами цільових функцій, які часто зустрічаються в інженерній практиці, можуть 

бути математичний вираз для визначення вартості виробу, його ваги, міцності, ККД та інші. У 

випадку, коли цільова функція містить тільки один проєктний параметр, то цільову функцію 

можна представити з допомогою кривої на площині. Якщо проєктних параметрів два, то 

цільова функція зображуватиметься поверхнею в просторі трьох змінних. При трьох і більше 

проєктних параметрах поверхні, що задаються цільовою функцією, називаються 

гіперповерхнями і не піддаються зображенню звичайними засобами. Топологічні властивості 

поверхні цільової функції відіграють велику роль в процесі оптимізації, оскільки від них 

залежить вибір найбільш ефективного методу пошуку оптимальних рішень. Цільова функція 

в ряді випадків може приймати найнесподіваніші форми. Наприклад, її не завжди вдається 

виразити в математичній формі, в інших випадках вона може бути кусково-гладкою функцією. 

Для задання цільової функції іноді може знадобитися таблиця технічних даних (наприклад, 
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таблиця стану водяної пари) або може знадобитися провести експеримент. В ряді випадків 

проєктні параметри приймають тільки цілі значення. Прикладом може бути комірка пам’яті 

персонального комп’ютера чи кількість мікропроцесорів. Іноді проєктні параметри мають 

тільки два значення – так чи ні. Якісні параметри, такі як задоволення, яке отримує покупець, 

що придбав виріб, надійність, естетичність, теж можливо враховувати в процесі оптимізації, 

хоча їх складно охарактеризувати кількісно. Проте в якому б вигляді не була представлена 

цільова функція, вона має бути однозначною функцією проєктних параметрів.  

В ряді оптимізаційних задач потрібне введення більше однієї цільової функції. Іноді 

одна з них може виявитися несумісною з іншою. Прикладом служить проєктування ноутбуків, 

коли одночасно потрібно забезпечити максимальну потужність, мінімальну вагу та мінімальну 

вартість. В таких випадках розробник має ввести систему пріоритетів і поставити у 

відповідність кожній цільовій функції деякий безрозмірний множник. В результаті з'являється 

так звана функція компромісу, що дає змогу в процесі оптимізації користуватися однією 

складною цільовою функцією (в даному випадку розробник має справу з задачею 

багатокритеріальної оптимізації, оскільки присутні декілька критеріїв оптимізації).  

Якщо порівняти між собою КО і ЦФ, то можна стверджувати, що критерій 

оптимальності визначає якісну оцінку якоїсь властивості об’єкта проєктування, або його 

властивість чи властивості, а цільова функція кількісну оцінку критерію чи групи критеріїв 

оптимізації.  

Пошук мінімуму і максимуму. Одні алгоритми оптимізації пристосовані для пошуку 

максимуму, інші - для пошуку мінімуму. Проте, незалежно від типу розв’язуваної задачі на 

екстремум, можна користуватися одним і тим же алгоритмом, оскільки задачу мінімізації 

можна легко перетворити на задачу пошуку максимуму, помінявши знак цільової функції на 

зворотний. Чим, на практиці, досить часто користуються проєктувальники в процесі побудови 

технічних пристроїв.  

Множина допустимих рішень. Так називається область, визначена всіма п проєктними 

параметрами. Простір рішення не такий великий, як може здаватися на перший погляд, 

оскільки він зазвичай обмежений рядом умов, пов'язаних з фізичною суттю завдання. 

Обмеження можуть бути такими сильними, що задача не матиме жодного задовільного 

розв’язання. Слід зазначити, що дуже часто у зв'язку з обмеженнями оптимальне значення 

цільової функції досягається на одній з меж області множини допустимих розв’язань задачі.  

Локальний оптимум. Так називається точка простору рішень, в якій цільова функція 

має найбільше значення в порівнянні з її значеннями в усіх інших точках її околу. Досить часто 

простір проєктування містить багато локальних оптимумів і слід дотримуватися обережності, 

щоб не прийняти перший з них за оптимальне розв’язання задачі.  

Глобальний оптимум. Глобальний оптимум – це оптимальне рішення для всієї множини 

допустимих рішень. Воно краще за всі інші рішення, відповідні локальному оптимуму, і саме 

його шукає розробник. Можливий випадок декількох рівних глобальних оптимумів, 

розташованих в різних частинах простору проєктування.  

Для більш повного уявлення про оптимізаційні задачі, зупинимося докладніше на 

характеристиках об'єкта оптимізації і сукупності даних, необхідних для оптимізації об'єкта.  

Об'єкти оптимізації можна класифікувати за рядом ознак. До таких ознак 

відносяться:  

 число оптимізованих параметрів об'єкта;  

 число екстремумів характеристики об'єкта, використаної як показник якості;  

 обсяг апріорної інформації про об'єкт;  

 спосіб математичного опису об'єкта.  

По числу змінних параметрів розрізняють одно- і багатопараметричні об'єкти. В 

залежності від кількості екстремумів об'єкти поділяються на одноекстремальні і 

багатоекстремальні, причому в останньому випадку оптимізаційна задача зводиться до 

пошуку глобального екстремуму, тобто мінімального мінімуму і максимального максимуму.  

В залежності від обсягу апріорної інформації, можуть бути екстремальні об'єкти, для 

яких існує математичний опис, і залежність показника якості Q від параметрів оптимізації X 
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відома. Для таких об'єктів є достатній обсяг апріорної інформації. Існує також великий клас 

об'єктів, для яких немає ніякого математичного опису. Малий обсяг апріорної інформації про 

подібні об'єкти послужив приводом називати їх об'єктами типу "чорний ящик".  

Сукупність параметрів, які оптимізуються, утворює вектор параметрів об'єкта 

оптимізації і характеризує вид оптимізаційної задачі. Якщо число параметрів, які 

оптимізуються, більше одиниці (n>1), то задача відноситься до багатопараметричних, а при 

n=1 вона переходить в однопараметричну оптимізаційну задачу.  

Сукупність показників якості утворить вектор показників якості об'єкта  

При необхідності характеризувати об'єкт групою показників якості, задача 

класифікується як багатокритеріальна чи векторна, якщо ж для оптимізації обраний лише 

один показник якості, то задача переходить в однокритеріальну чи скалярну.  

Щоб вказати, в якому сенсі рішення повинно бути оптимальним, при постановці задачі 

оптимізації вводиться оптимізуючий критерій (критерій оптимізації). Критерій (міра оцінки 

ефективності) відображає цілі оптимізації та, як правило, може бути виражений кількісно. Під 

критерієм оптимізації можна розуміти певний показник функціонування системи, який 

обирається головним при постановці задачі пошуку найкращого рішення. В аеронавігаційній 

системі (АНС) на різних етапах функціонування в якості критеріїв можуть виступати такі 

показники, як пропускна здатність зони управління повітряним рухом (УПР) або гранично 

допустима інтенсивність повітряного руху, очікувана частота потенційно конфліктних ситуацій, 

показник складності УПР або виконання польотів в тій чи іншій зоні, показники відхилення від 

запланованої програми польоту повітряного судна (ПС) в зоні відповідальності диспетчера, 

число допущених небезпечних зближень за деякий період часу, середній вік персоналу служби 

руху або авіакомпанії і т.п.  

Вибір показника в якості критерію оптимізації означає, що подальше рішення має, по 

можливості, максимізувати або мінімізувати (в залежності від змісту задачі) значення цього 

показника. На практиці нескінченно збільшувати (зменшувати) значення показника неможливо, 

тому що присутні певні обмеження, яким рішення також має задовольняти. Наприклад, 

підвищення інтенсивності повітряних потоків обмежено, зокрема, допустимою завантаженістю 

диспетчера, встановленими нормами ешелонування ПС, схемами та правилами польотів в 

районі аеродрому. 

Сказане вище дозволяє виділити два основних елементи задачі оптимізації: критерій 

оптимізації та обмеження. Крім того, повинні бути відомі залежності їх значень від деякого 

набору параметрів (третій елемент), змінюючи значення яких домагаються максимізації 

(мінімізації) критерію. 

Для можливості застосування математичних методів при вирішенні задач оптимізації і, 

таким чином, кількісного обґрунтування оптимальності рішень, задачі оптимізації 

формулюються у вигляді математичної моделі, тобто формалізуються. Це дозволяє 

абстрагуватися від первісного змісту задачі, від несуттєвих деталей, що ускладнюють рішення, 

та застосувати відомі типові методи і алгоритми оптимізації. Процес постановки та рішення 

задач оптимізації процесів в АНС пов'язаний з алгоритмом, наведеним на рис. 1.1. У 

загальному вигляді задачу оптимізації можна сформулювати так: серед допустимих значень 

параметрів процесу з набору X = (х1, х2, х3, ..., xn) необхідно знайти такі, при яких критерій I 

досягає свого найбільшого (найменшого) значення. Узагальнена математична модель виглядає 

наступним чином (1.1): 

I = f(X) → max (min);     (1.1) 

gj (X) ≤ (≥, =) bj, j = 1, 2, 3, …, m, 

де I – критерій оптимізації;  

f(X) – цільова функція, яка вказує залежність критерію оптимізації від значення 

параметрів X;  

X = (х1, х2, х3, ..., xn) – набір з n параметрів процесу, якими можна управляти при пошуку 

(створенні) оптимального рішення, ці параметри процесу називають в теорії оптимізації 

змінними процесу, а X – вектором стану процесу, ще кажуть, що xn є компонентами 

(координатами) вектору X;  
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gj(Х) – функції-обмеження, число яких m;  

bj – деякі постійні величини, що виражають кількісні значення обмежень. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.1 – Алгоритм постановки і рішення задач оптимізації АТТ  

 

Якщо значення змінних вектору X такі, що задовольняються умови обмежень задачі, то 

це є вектор допустимих значень або допустиме рішення задачі (але не обов'язково 

оптимальне). Якщо при поточних значеннях змінних X виконуються умови максимуму 

(мінімуму) цільової функції і обмеження, то це є вектор оптимальних значень параметрів 

процесу, або оптимальне рішення. Раціональне рішення є допустимим і найкращим серед 

безлічі інших рішень, проте не оптимальним, тобто не найкращим серед допустимих. 

Для правильної (коректної) постановки задачі оптимізації необхідне виконання 

умов:  

– наявність одного критерію оптимальності;  

– наявність у об’єкту оптимізації ступенів свободи, для об’єкту керування – керуючих 

впливів;  

– можливість кількісної оцінки величини, яка оптимізується.  

Постановка задачі оптимізації передбачає існування конкуруючих властивостей 

об’єкту. Вибір компромісного рішення і представляє у таких випадках процедуру рішення 

оптимальної задачі. В часткових задачах оптимізації, коли потрібно отримати екстремальні 

значення якого-небудь параметра оптимізації, конкуруючи властивості можна і не виявити. 

 

Класифікація методів оптимізації авіаційних транспортних технологій 

Процеси в АНС (АТТ) мають ряд особливостей, серед яких – велика розмірність, 

дискретність змінних, стохастичність умов та інше. Актуальним є вибір найбільш ефективних 

методів та моделей оптимізації відповідних задач і алгоритмів їх вирішення. Вид задачі 

оптимізації і відповідно вибір того чи іншого методу знаходження оптимального рішення 

залежать від виду цільової функції і виду функцій-обмежень. Класифікуючи задачі 

оптимізації, в найзагальнішому вигляді можна виділити задачі оптимізації без обмежень або, 

точніше, з простими обмеженнями, які легко перевірити (обмеження виду хi ≤ (≥) bi), та задачі 

з обмеженнями. Задачі з обмеженнями називаються ще задачами математичного 

програмування. Залежно від того, до якого з названих класів відноситься конкретна задача, 

для її вирішення застосовуються, відповідно, методи безумовної або методи умовної 

оптимізації. 

При виборі методів оптимізації процесів в АНС їх доцільно розділити на два види – 

статичні та динамічні. До статичних процесів відносять в основному процеси планування і 

Дослідження АНС: встановлення та словесний опис залежностей між параметрами 

процесів в АНС з точки зору критерію оптимізації і обмежень 

Описове моделювання: встановлення та словесний опис залежностей між 

параметрами процесів в АНС з точки зору критерію оптимізації і обмежень 

Математичне моделювання: переклад описової моделі на формальну мову 

Вибір або створення методу рішення 

Вибір або написання алгоритму та комп'ютерної програми 

Рішення на комп'ютері 

Аналіз отриманих результатів: формальний (правильність введення даних і роботи 

програми); семантичний (придатність використаних описової та математичної 

моделей і застосування отриманих результатів на практиці) 
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організації повітряного руху, в яких не розглядаються або не враховуються динамічні 

властивості об'єктів АНС, зокрема таких об'єктів, як ПС. До динамічних процесів відносять, 

перш за все, процеси безпосереднього УПР, а також організаційні процеси, пов'язані з 

організацією траєкторій руху ПС. В обох випадках в процесі виконання завдання ПС 

розглядається як динамічний об'єкт, стан якого в повітряному просторі і характеристики руху 

змінюються та можуть бути керовані. На відміну від цього, наприклад, при плануванні потоків 

повітряного руху вихідні дані про розташування повітряних трас і аеродромів, стан технічних 

засобів забезпечення польотів, метеоумови тощо вважаються статичними, тобто не 

враховуються їх можливі зміни. З точки зору оптимізації відмінність між статичними і 

динамічними процесами наступна: при оптимізації статичних процесів слід знайти одне 

оптимальне рішення – вектор X*; при оптимізації динамічних процесів необхідно знайти 

послідовність оптимальних рішень X*1, Х*2, Х*3, ..., для першого стану динамічного об'єкта, 

другого, третього і т.д., тим самим знайти оптимальну траєкторію руху об'єкта з початкового 

в кінцевий бажаний стан. 

Відповідно до задач оптимізації методи оптимізації класифікують наступним 

чином: 

1. Локальні методи: сходяться до якого-небудь локального екстремуму цільової 

функції. У разі унімодальної цільової функції, цей екстремум єдиний, і буде глобальним 

максимумом/мінімумом. 

2. Глобальні методи: мають справу з багатоекстремальними цільовими функціями. При 

глобальному пошуку основною задачею є виявлення тенденцій глобальної поведінки цільової 

функції. 

Існуючі в цей час методи оптимізації можна розбити на три великі групи: 

- детерміновані; 

- випадкові (стохастичні); 

- комбіновані. 

За критерієм вимірності допустимої множини, методи оптимізації поділяють на 

методи одномірної оптимізації і методи багатомірної оптимізації. 

За видом цільової функції й допустимої множини, задачі оптимізації й методи їх 

розв'язання можна розділити на лінійні та нелінійні. 

Крім того, оптимізаційні методи поділяються на такі групи: 

- аналітичні методи (наприклад, метод множників Лагранжа і умови Каруша-Куна-

Такера) – методи перетворення і роботи з математичними рівностями та формулами як з 

послідовністю символів. Вони відрізняються від числових розрахунків, які оперують 

наближеними числовими значеннями, що знаходяться поза математичними виразами; 

- чисельні методи – методи наближеного або точного розв'язування задач чистої або 

прикладної математики, які ґрунтуються на побудові послідовності дій над скінченною 

множиною чисел; 

- графічні методи – методи умовних зображень даних за допомогою фігур, ліній, 

крапок і різноманітних символічних образів. 

В реальних задачах оптимізації процесів в АНС часто потрібно врахувати відразу кілька 

критеріїв, тобто знайти рішення, яке було б найкращим з різних точок зору. Наприклад, при 

вдосконаленні функціонування АНС часто говорять, що потрібно відразу поліпшити безпеку, 

економічність, регулярність польотів. Складність полягає в тому, що реально ці критерії 

досить суперечливі, тобто покращуючи рішення за одним критерієм, доводиться поступатися 

іншим. Так, якщо спробувати скласти і вирішити завдання оптимізації повітряного руху за 

критерієм тільки безпеки польотів, можна отримати рішення, зміст якого може бути 

виражений наступним чином: оптимальним з точки зору безпеки польотів буде потік 

повітряного руху, інтенсивність якого дорівнює нулю. Але нульова інтенсивність в даному 

випадку не є тим, що очікувалося при плануванні повітряного руху (тут якраз і проявляється 

значимість семантичного аналізу результатів оптимізації). 

Висновком даного прикладу має стати наступне: при складанні задачі оптимізації в моделі 

необхідно, по можливості, враховувати ті критерії, які найбільш повно дозволяють реалізувати всі 

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A6%D1%96%D0%BB%D1%8C%D0%BE%D0%B2%D0%B0_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D1%96%D1%8F
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%BE%D0%BF%D1%83%D1%81%D1%82%D0%B8%D0%BC%D0%B0_%D0%BC%D0%BD%D0%BE%D0%B6%D0%B8%D0%BD%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BD%D0%B0%D0%BB%D1%96%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%BD%D1%96_%D0%BC%D0%B5%D1%82%D0%BE%D0%B4%D0%B8
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%BD%D0%BE%D0%B6%D0%BD%D0%B8%D0%BA%D0%B8_%D0%9B%D0%B0%D0%B3%D1%80%D0%B0%D0%BD%D0%B6%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A3%D0%BC%D0%BE%D0%B2%D0%B8_%D0%9A%D0%B0%D1%80%D1%83%D1%88%D0%B0-%D0%9A%D1%83%D0%BD%D0%B0-%D0%A2%D0%B0%D0%BA%D0%B5%D1%80%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A3%D0%BC%D0%BE%D0%B2%D0%B8_%D0%9A%D0%B0%D1%80%D1%83%D1%88%D0%B0-%D0%9A%D1%83%D0%BD%D0%B0-%D0%A2%D0%B0%D0%BA%D0%B5%D1%80%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A7%D0%B8%D1%81%D0%B5%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D1%96_%D0%BC%D0%B5%D1%82%D0%BE%D0%B4%D0%B8
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%B8%D0%BA%D0%BB%D0%B0%D0%B4%D0%BD%D0%B0_%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%BD%D0%BE%D0%B6%D0%B8%D0%BD%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A7%D0%B8%D1%81%D0%BB%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%93%D1%80%D0%B0%D1%84%D1%96%D1%87%D0%BD%D1%96_%D0%BC%D0%B5%D1%82%D0%BE%D0%B4%D0%B8&action=edit&redlink=1
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цілі замовника оптимізації. Запишемо загальне формулювання задачі оптимізації з М-

критеріями (1.2)-(1.4): 

H(I1, I2, I3, …, Ir, …, IM) → max (min);   (1.2) 

gj(X) ≤ (≥, =) bj, j = 1, 2, 3, …, m;    (1.3) 

Ir = fr(Xr) ≤ (≥, =) Br, r = 1, 2, 3, …, M.   (1.4) 

Цю задачу доцільно порівняти із задачею математичного програмування з одним 

критерієм. Тут Н є цільовою функцією задачі оптимізації, аргументи якої вже не параметри, а 

критерії, і кожен з них сам є функцією від X, тобто Ir = fr(Xr). Видно також, що в задачі можуть 

бути присутніми функції-обмеження gj(X). Крім цього, з'являються нові обмеження, які 

називаються критеріальними Ir = fr(Xr) ≤ (≥, =) Br. Ці обмеження можуть бути нестрогими, 

висловлювати лише побажання замовника (наприклад, обмеженням може бути бажаний 

рівень економічності маршруту ПС). Якщо ж в процесі оптимізації виявляється, що ці 

обмеження так звужують область можливих рішень, що реально прийнятних там не 

залишається, то вони можуть бути послаблені. 

Цільова функція Н є функцією, яка вказує, яким чином отримати компромісне рішення, 

яке б задовольняло відразу всім критеріям. Наявність такої функції дозволяє з часткових 

критеріїв отримати складовий, узагальнений критерій, який відображає глобальні інтереси (цілі) 

оптимізації. На практиці в задачі не завжди можна формалізувати всі її елементи, тобто не 

завжди вдається (або недоцільно) визначити компоненти вектору X і виявити математичні 

залежності критеріїв від них, не завжди вдається визначити вид функції Н, яка встановлює 

компроміс між частковими критеріями. Інакше кажучи, можливі різні рівні формалізації задачі, 

в залежності від чого умовно можна виділити наступні види задач оптимізації з багатьма 

критеріями: 

1. Задача оптимізації, в якій відома функція Н, що дозволяє звести задачу з кількома 

критеріями до задачі оптимізації з одним критерієм; область допустимих рішень може бути 

задана у вигляді математичних виразів. Ця задача може бути вирішена вже розглянутими 

методами або їх модифікаціями як задача однокритеріальної оптимізації. 

2. Задача оптимізації, в якій невідома функція Н, тобто відомі лише вимоги про 

оптимізацію часткових критеріїв і невідомі відносини між критеріями; область допустимих 

рішень може бути задана як у вигляді аналітичних залежностей, так і у вигляді опису, можливо 

неформального, деяких умов допустимості рішень. Це задача векторної оптимізації. Вона 

вирішується із залученням особи, яка приймає рішення (ОПР), і в процесі вирішення 

використовуються методи, які дозволяють людині з урахуванням її власного досвіду і переваг 

спочатку визначити серед допустимих підмножину ефективних рішень, а потім – вибрати те 

рішення, яке, на її думку, є найкращим. 

3. Задача прийняття рішень, в якій, як правило, невідомі математичні залежності, 

область допустимих рішень задається явно – перерахуванням варіантів вибору (альтернатив). 

Ці альтернативи визначаються і характеризуються експертами. Критерії, що дозволяють 

оцінити корисність альтернатив, є суб'єктивними і встановлюються ОПР. Для допомоги ОПР 

у виборі найкращого рішення призначені методи теорії прийняття рішень. 

У всіх трьох видах задач в тій чи іншій мірі використовуються способи усунення 

багатокритеріальності, в першому – для зведення задачі оптимізації з багатьма критеріями до 

задачі оптимізації за одним критерієм; у другому і третьому – для здійснення остаточного 

вибору. Крім того, практично при прийнятті рішення варіанти оцінюються за кількома 

частковими критеріями, а реальне оцінювання їх корисності з точки зору глобальних інтересів 

оптимізації проводиться з використанням різних способів усунення багатокритеріальності, 

тобто способів агрегування оцінок за частковими критеріями. Розглянуті способи є прикладом 

використання принципу агрегування – одного з основних принципів при дослідженні та 

оптимізації процесів в АНС.  

Серед способів вирішення проблеми багатокритеріальності можна відзначити наступні: 

1. Переведення всіх критеріїв крім одного в ранг обмежень. Цей спосіб часто 

використовується в задачах, які в силу своєї здатності до формалізації доцільно звести до задачі 

з одним критерієм. При цьому обирається один з критеріїв, для якого домагаються найкращого 
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значення, а на значення інших накладаються або строгі, або рекомендовані обмеження 

(наприклад, підвищення економічності траєкторій руху ПС при строгому обмеженні рівня 

безпеки). 

2. Упорядкування критеріїв за важливістю та послідовна оптимізація. Цей спосіб також 

використовується для вирішення задач першого виду і визначення множини ефективних 

рішень в задачах векторної оптимізації. Спочатку проводиться оптимізація за найбільш 

важливим критерієм. Знайдене значення стає обмеженням. Потім проводиться оптимізація за 

наступним критерієм і т.д. У підсумку залишається задача оптимізації за одним критерієм з 

областю допустимих рішень, що включає в себе рішення, оптимальні (точніше – раціональні) 

за попередніми критеріями. 

3. Введення складеного критерію. Цей спосіб в основному використовується при виборі 

альтернатив з безлічі рішень в задачах векторної оптимізації та прийняття рішень. Наприклад, 

використовуються такі складені критерії (1.5)-(1.6): 

– аддитивний критерій (1.5): 

m,j,n,i,FwW ij

n

i
ij 11

1




;    (1.5) 

– мультиплікативний критерій (1.6): 
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де Fij – і-й критерій j-го фактору прийняття рішення; 

wi  – ваговий коефіцієнт значущості (важливості) і-го критерію. 

Мультиплікативна форма агрегування дає більш достовірний результат. 

4. Постулювання деяких принципів оптимальності рішення, наприклад, принцип 

рівномірності досягнення якості за всіма критеріями, принцип справедливості поступок за 

всіма критеріями. 

5. Вибір головного критерію, після чого оцінки альтернатив за іншими критеріями при 

виборі не враховуються. 

Необхідно відзначити, що в задачах прийняття рішень вибір будь-якого з цих способів 

буде швидше за все суб'єктивним, оскільки спочатку інформація для пошуку компромісу між 

критеріями відсутня. Всі необхідні для застосування способів дані (про коефіцієнти 

значущості критеріїв, впорядкованість за важливістю тощо) отримуються при суб'єктивному 

аналізі проблеми експертами. У задачах прийняття рішень в унікальних ситуаціях взагалі 

неможливо точно сказати як про корисність альтернатив, так і про можливі наслідки вибору. 

Ефективність рішень в подібних умовах визначається насамперед грамотністю, досвідом, 

знанням закономірностей розвитку процесів ОПР. 

При оптимізації процесів в АНС необхідно враховувати невизначеність (неповноту, 

недостовірність) інформації, умови реалізації та можливі наслідки прийнятого рішення. 

Невизначеність виникає, наприклад, у зв'язку з тим, що не всі фактори враховуються при 

оптимізації. Так, при довгостроковому плануванні польотів в модель оптимізації плану важко 

включити формалізовані відомості про метеоумови і можливі відмови обладнання в процесі 

реалізації розробленого плану; при ухваленні рішення про розведення ПС в потенційно 

конфліктній ситуації не завжди можна з упевненістю прогнозувати, що це рішення буде 

виконано точно і своєчасно. В силу впливу факторів, які не враховувалися при складанні 

моделі задачі оптимізації ефективність результату на практиці може бути значно нижче, ніж 

очікувалася. 

В АНС ПР в умовах невизначеності ґрунтується на принципі гарантійного результату. 

Відповідно до цього принципу приймаються ті рішення, ефективність яких гарантована в 

будь-яких, можливо навіть найгірших очікуваних умовах. Відповідно до принципу 

гарантійного результату, наприклад, при перетині зустрічного ешелону, встановлюються 

норми бічного ешелонування (прийняття організаційного рішення), проводиться затримка ПС 
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на суміжному ешелоні до розведення ПС за відстанню (прийняття оперативного рішення); при 

розрахунку безпечних висот вони округлюються завжди в більшу сторону до десятків або 

сотень метрів (організаційне рішення) тощо. Для обґрунтування прийнятих в умовах 

невизначеності рішень можуть використовуватися методи теорії ігор. 

 

1.5 Висновки по лекції. 

Під терміном «оптимізація» розуміють процес, який дає можливість отримати 

найкраще рішення в заданих умовах. У найпростішому випадку задача оптимізації полягає у 

знаходженні екстремуму (мінімуму або максимуму) дійсної функції шляхом систематичного 

вибору вхідних значень з дозволеного набору та обчислення значення функції. Можна 

виділити два основних елементи задачі оптимізації: критерій оптимізації та обмеження. Крім 

того, повинні бути відомі залежності їх значень від деякого набору параметрів (третій елемент), 

змінюючи значення яких домагаються максимізації (мінімізації) критерію.  

Залежно від відсутності або наявності обмежень в задачі, методи оптимізації поділяють 

на методи безумовної або методи умовної оптимізації. Відповідно до задач оптимізації 

методи оптимізації бувають локальними та глобальними. Також методи оптимізації 

класифікують як одномірні та багатомірні; лінійні та нелінійні; аналітичні, чисельні або 

графічні. 

 

Тема 2 Застосування методів лінійного програмування для оптимізації авіаційних 

транспортних технологій (2 год.) 

2.1 Мета та завдання лекції 

Метою лекції є ознайомлення з роллю лінійного програмування в оптимізації АТТ. 

Завдання лекції: 

- ознайомити з загальною постановкою задачі та моделями математичного 

програмування; 

- розглянути області застосування лінійного програмування для оптимізації АТТ; 

- охарактеризувати завдання лінійного програмування, представити канонічну 

форму та геометричну інтерпретацію задачі лінійного програмування, розглянути симплекс-

метод рішення задачі лінійного програмування; 

- розглянути постановку, математичну модель, області застосування та метод 

потенціалів рішення транспортної задачі; 

- розглянути задачу про призначення як приватний випадок транспортної задачі 

та приклади моделювання виробничих процесів. 

 

2.2 План лекції 

2.1 Загальна постановка задачі математичного програмування. Класифікація 

моделей математичного програмування. 

2.2 Області застосування лінійного програмування при вирішенні задач оптимізації 

АТТ.  

2.3 Задача лінійного програмування. Канонічна форма задачі лінійного 

програмування. Геометрична інтерпретація задачі лінійного програмування. Симплекс -

метод.  

2.4 Постановка транспортної задачі лінійного програмування, її математична модель 

та області застосування. Рішення транспортної задачі методом потенціалів.  

2.5 Задача про призначення як приватний випадок транспортної задачі. Рішення 

задачі про призначення угорським методом. Приклади оптимізації АТТ у формі 

транспортної задачі. 

 

2.3 Основні категорії, ключові поняття та визначення теми 

Задача про призначення – одна з базових задач комбінаторної оптимізації, яка полягає 

в знаходженні парування мінімальної (або максимальної) ваги між елементами двох скінчених 

множин. Вона може бути подана як знаходження парування у зваженому дводольному графі. 

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%97%D0%B0%D0%B4%D0%B0%D1%87%D0%B0_%D0%BE%D0%BF%D1%82%D0%B8%D0%BC%D1%96%D0%B7%D0%B0%D1%86%D1%96%D1%97
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BA%D1%81%D1%82%D1%80%D0%B5%D0%BC%D1%83%D0%BC
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D1%96%D0%BD%D1%96%D0%BC%D1%83%D0%BC
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D0%BA%D1%81%D0%B8%D0%BC%D1%83%D0%BC
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D1%96%D0%B9%D1%81%D0%BD%D1%96_%D1%87%D0%B8%D1%81%D0%BB%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D1%96%D1%8F_(%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0)
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D1%80%D0%B3%D1%83%D0%BC%D0%B5%D0%BD%D1%82_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D1%96%D1%97
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D0%BC%D0%B1%D1%96%D0%BD%D0%B0%D1%82%D0%BE%D1%80%D0%BD%D0%B0_%D0%BE%D0%BF%D1%82%D0%B8%D0%BC%D1%96%D0%B7%D0%B0%D1%86%D1%96%D1%8F
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D0%B0%D1%80%D1%83%D0%B2%D0%B0%D0%BD%D0%BD%D1%8F_(%D1%82%D0%B5%D0%BE%D1%80%D1%96%D1%8F_%D0%B3%D1%80%D0%B0%D1%84%D1%96%D0%B2)
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D0%B0%D1%80%D1%83%D0%B2%D0%B0%D0%BD%D0%BD%D1%8F_(%D1%82%D0%B5%D0%BE%D1%80%D1%96%D1%8F_%D0%B3%D1%80%D0%B0%D1%84%D1%96%D0%B2)
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B2%D0%BE%D0%B4%D0%BE%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D0%B3%D1%80%D0%B0%D1%84
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Канонічна форма – така форма, що однозначно репрезентує об'єкт. 

Лінійне програмування або лінійна оптимізація (англ. Linear Programming) – метод 

досягнення найліпшого виходу (такого, як найбільший прибуток або найменша вартість) у 

математичній моделі, чиї вимоги подані через лінійні відношення. Лінійне програмування є 

особливим випадком математичного програмування (математичної оптимізації).  

Математична модель – модель, що використовує для опису властивостей і 

характеристик досліджуваної системи математичні символи і методи. 

Математичне програмування – це прикладна математична дисципліна, яка досліджує 

екстремум функції (задачі пошуку максимуму або мінімуму) і розробляє методи їх розв'язання. 

Такі задачі ще називають оптимізаційними. 

Метод потенціалів – це метод послідовного покращення плану (перевезень) з 

використанням другої теореми двоїстості для перевірки оптимальності. 

Опорний план – розв'язок системи лінійних обмежень в задачі лінійного 

програмування, який неможливо представити у вигляді лінійної комбінації будь-яких інших 

розв'язків. 

Симплекс-метод – метод розв'язання задачі лінійного програмування, в якому 

здійснюється скерований рух за опорними планами до знаходження оптимального розв'язку; 

симплекс-метод також називають методом поступового покращення плану.  

Транспортна задача – задача про оптимальний план перевезення продукції із пунктів 

відправлення до пунктів споживання. 

Угорський метод – це метод послідовної побудови допустимого плану, який 

автоматично виявляється оптимальним. В основі угорського алгоритму лежить метод 

чергування ланцюгів. 

 

2.4 Текст лекції 

 

Загальна постановка задачі математичного програмування. Класифікація моделей 

математичного програмування 

Математичне програмування досліджує екстремальні задачі (задачі пошуку 

максимуму або мінімуму) і розробляє методи їх розв'язання. Такі задачі ще називають 

оптимізаційними. 

Математичне програмування дозволяє вирішувати багато управлінських, 

організаційних та інженерних задач оптимальним чином. Прикладом використання знань з 

математичного програмування може бути розв’язання таких виробничих задач: 

 отримання максимального прибутку або випуску максимального об’єму 

продукції при заданих матеріальних, трудових, енергетичних або часових витратах; 

 забезпечення планових показників підприємства при мінімальному розмірі 

фінансових вкладень; 

 досягнення максимально короткого терміну виготовлення продукції, 

будівництва об'єкту, виробничого циклу і тому подібного при існуючих або заданих 

виробничих ресурсах; 

 вибір параметрів об’єкту або процесу, при яких забезпечується його максимальна 

корисність. 

В наведених прикладах максимальний випуск продукції, максимальний прибуток, 

мінімальний розмір фінансових вкладень, максимально короткий термін, максимальна 

корисність – це є оптимуми (максимуми або мінімуми), тобто результати, які при заданих 

умовах задачі неможливо перевершити. 

В свою чергу, умови, які накладаються на можливі рішення задач (задані матеріальні, 

трудові і часові витрати; виробничі ресурси; можливі діапазони значень параметрів або 

планових показників), називають обмеженнями задачі. 

Оптимальне рішення задачі – це рішення, що обов’язково задовольняє обмеженням 

задачі. 

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BD%D0%B3%D0%BB%D1%96%D0%B9%D1%81%D1%8C%D0%BA%D0%B0_%D0%BC%D0%BE%D0%B2%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%BD%D0%B0_%D0%BC%D0%BE%D0%B4%D0%B5%D0%BB%D1%8C
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9E%D0%BF%D1%82%D0%B8%D0%BC%D1%96%D0%B7%D0%B0%D1%86%D1%96%D1%8F_(%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0)
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%97%D0%B0%D0%B4%D0%B0%D1%87%D0%B0_%D0%BB%D1%96%D0%BD%D1%96%D0%B9%D0%BD%D0%BE%D0%B3%D0%BE_%D0%BF%D1%80%D0%BE%D0%B3%D1%80%D0%B0%D0%BC%D1%83%D0%B2%D0%B0%D0%BD%D0%BD%D1%8F
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%97%D0%B0%D0%B4%D0%B0%D1%87%D0%B0_%D0%BB%D1%96%D0%BD%D1%96%D0%B9%D0%BD%D0%BE%D0%B3%D0%BE_%D0%BF%D1%80%D0%BE%D0%B3%D1%80%D0%B0%D0%BC%D1%83%D0%B2%D0%B0%D0%BD%D0%BD%D1%8F
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9B%D1%96%D0%BD%D1%96%D0%B9%D0%BD%D0%B0_%D0%BA%D0%BE%D0%BC%D0%B1%D1%96%D0%BD%D0%B0%D1%86%D1%96%D1%8F
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%97%D0%B0%D0%B4%D0%B0%D1%87%D0%B0_%D0%BB%D1%96%D0%BD%D1%96%D0%B9%D0%BD%D0%BE%D0%B3%D0%BE_%D0%BF%D1%80%D0%BE%D0%B3%D1%80%D0%B0%D0%BC%D1%83%D0%B2%D0%B0%D0%BD%D0%BD%D1%8F
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Задачу математичного програмування можна подати в змістовній (вербальній) або 

формальній постановці. 

Оптимізаційна задача в змістовній постановці 

Змістовна постановка задачі – це її словесний опис. Розглянемо приклад оптимізаційної 

задачі в змістовній постановці. 

Приклад 2.1. Для обшивки пасажирських крісел літака підприємство використовує 

шкірозамінник. Обшивка крісла в салоні економ-класу потребує 2 м2 матеріалу, а в салоні 

першого класу – 4 м2. Трудомісткість складає: крісло для салону економ-класу – 4 чол.-год., 

крісло для салону першого класу – 3 чол.-год. Прибуток від реалізації становить: крісло для 

салону економ-класу – 6000 грн., крісло для салону першого класу – 8000 грн. Підприємство 

для виготовлення крісел у своєму розпорядженні має 200 м2 шкірозамінника та 600 чол.-год. 

фонду робочого часу. Визначити, скільки крісел для салонів економ-класу та першого класу 

треба обшити, щоб прибуток від реалізації був максимальним. 

Вихідні дані задачі доцільно звести в таблицю (табл. 2.1), що є зручною та наочною 

формою при розподілі або групуванні початкових даних, а в подальшому полегшує 

формування математичної моделі задачі. 

Таблиця 2.1 – Вихідні дані прикладу 2.1 

Вид сировини Норми витрат ресурсів на один виріб Загальна 

кількість 

ресурсів Крісло для салону 

економ-класу 

Крісло для салону 

першого класу 

Шкірозамінник, м2 2 4 400 

Трудомісткість, чол.-

год. 

4 3 600 

Прибуток від реалізації 

одного крісла, грн. 

6000 8000  

 

Оптимізаційна задача в формальній постановці 

Змістовна постановка задачі повинна дозволяти переходити до строгої математичної 

моделі. У протилежному випадку необхідно пройти досить трудомісткі й кропіткі процеси 

математичного моделювання й ідентифікації, які в цьому курсі не розглядаються. 

Розглянемо на прикладі 1 поетапний процес побудови математичної моделі задачі. 

1. Визначимо невідомі задачі. Як правило, у якості невідомих виступають ті 

величини, які треба визначити за умовами задачі. В прикладі 1 такими величинами є кількість 

шкірозамінника для крісел для салонів економ-класу та першого класу. Позначимо ці кількості 

як х1 і х2 відповідно. 

2. Сформуємо цільову функцію Y, тобто функцію, оптимум якої треба встановити 

за вимогами задачі. Цільова функція це критерій, за яким визначається найкраще рішення. У 

даному випадку критерієм є функція, що виражає прибуток від обшивки х1 крісел для салону 

економ-класу та х2 крісел для салону першого класу. Цільова функція для даного прикладу має 

вигляд (2.1). 

                                               Yx
1 , x2

  6000x
1   8000x

2.                                                (2.1) 

Функція (1.1) визначає прибуток підприємства від  реалізації всіх виробів. 

3. Сформуємо математичну модель задачі без урахування обмежень задачі, так 

званої задачі безумовної оптимізації (2.2): 

                                                           Yx
1 , x2

  6000x
1   8000x

2  max.                                   (2.2) 

Тут  символи  « max»  говорять,  що  треба  знайти  не  аби які  значення змінних х1 

і х2 , а саме ті, що забезпечують оптимум цільової функції, у даному разі – її максимум. При 

цьому рішенням задачі безумовної оптимізації (2.2) може бути будь-яка точка двовимірного 

евклідового простору R2 (безмежної площини). Тому повний запис задачі (2.2) має вигляд  

Y(x1 , x2)  = 6000x
1  + 8000x

2   max. 
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            х1, х2  R2 

4. Визначимо обмеження задачі Ω , тобто, область допустимих рішень. 

По-перше, загальні витрати шкірозамінника на обшивку всіх крісел не можуть 

перевершувати 400 м2 (2.3): 

                                                        f
1
х

1 , х2
  2x

1   4x
2   400.                                           (2.3) 

По друге, загальні витрати робочого часу на обшивку всіх крісел не можуть 

перевершувати 600 чол.-год. (2.4): 

                                                          f
2
х

1 , х2
  4x

1   3x
2   600.                                            (2.4) 

Крім того, кількості виробів кожного виду не можуть бути від’ємними, тобто (2.5): 

                                                         х
1
, х

2   0.                                                              (2.5) 

До того ж невідомі (змінні) задачі за своєю суттю є цілочисловими величинами (2.6): 

                                                        х
1
, х

2 =  int.                                                            (2.6) 

Вирази (2.3) – (2.6) враховують всі обмеження задачі, тому область допустимих рішень 

задачі визначається як: 

:  f
1
х

1 , х2   2x
1   4x

2   400; 

f
2
х

1
, х

2
  4x

1   3x
2   600 ; х

1
, х

2   0; 

х
1
, х

2  int. 

Тут запис «:» говорить, що далі (після символу «») ідуть вирази, які визначають  

властивості  кожного  елементу  (кожної  точки)  множини  Ω . 

Безумовно,  множина  точок Ω належить  евклідовому  простору R2   і складає тільки 

частину всіх точок простору   R2. 

5. Нарешті, сформуємо завершальну математичну модель задачі (з урахуванням 

обмежень) (2.7) – (2.11): 

                                                        Y x
1 , x2

  6000x
1   8000x

2   max ,                             (2.7) 

                                                            x  

                                             : f
1
х

1 , х2
  2x

1   4x
2   400;                                               (2.8) 

                                             f
2
х

1 , х2
  4x

1   3x
2   600 ;                                                   (2.9) 

                                                        х
1
, х

2  0;                                                                       (2.10) 

                                                        х
1
, х

2  int.                                                                     (2.11) 

Задача (2.7) – (2.11) є задачею цілочислового лінійного програмування. Процес рішення 

таких задач ми розглянемо пізніше, а поки дамо лише відповідь. Рішення задачі: х
1 = 50, х

2 = 

150. 

Якщо підприємство здійснить обшив 50 крісел для салону економ-класу і 150 крісел 

для салону першого класу, то вона отримує максимальний прибуток у розмірі Y  6000  50  

8000 150  1500000 грн. 

В задачі (2.7) – (2.11) пошук оптимального рішення здійснюється серед точок множини 

Ω, що є меншою в порівнянні з множиною R2. Цю задачу, завдяки її малій вимірності та 

цілочислових змінних, можна вирішити шляхом прямого перебору: визначити усі точки 

простору Ω, знайти значення цільової функції в усіх точках простору Ω , порівняти їх та 

визначити найкраще значення цільової функції (у даному випадку максимум) і відповідну 

точку простору Ω. 

Задача (2.7) – (2.11) в порівнянні з іншими задачами математичного програмування, що 

зустрічаються в практиці, має незначну складність. Але навіть для такої задачі пошук 

оптимального рішення методом повного перебору потребує багато зусиль і часу. 

Предметом математичного програмування є способи математичного моделювання 

оптимізаційних задач, визначення необхідних і достатніх умов наявності екстремумів 

(оптимумів), розробка і дослідження методів визначення оптимальних рішень, які обминають 

пошук екстремальних рішень прямим перебором. 
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В загальному випадку математична постановка екстремальної задачі полягає в 

визначенні найменшого або найбільшого значення цільової функції у(х1 , х2, ..., хn) при умовах 

fj(х1 , х2, ..., хn)  bj  (i = 1, n; j = 1, m), х
+
 x  x

++
, де у(Х) і fj(Х) – задані функції; а  b, x

+
,  x

++  

– деякі дійсні числа; Х = х1 , х2,..., хn – вектор змінних х. 

Залежно від властивостей функцій  у та fj  математичне програмування розпадається на 

декілька самостійних дисциплін, що займаються дослідженням і розробкою методів 

розв’язання окремих класів задач. На рис. 2.1 подана класифікація задач математичного 

програмування. 

 
Рисунок 2.1 – Класифікація задач математичного програмування 

 

Перед усім задачі математичного програмування поділяються на детерміновані задачі, 

задачі стохастичного та задачі динамічного програмування. Динамічне програмування – це 

розділ математичного програмування, що пов'язаний з вирішенням екстремальних задач 

спеціальної структури, а саме задач, в яких процес пошуку оптимального рішення є 

багатоетапним. Стохастичне програмування має справу з екстремальними задачами, в 

постановці яких присутні випадкові величини, залежні від різних факторів. Детерміновані 

задачі – це найбільш поширений клас задач математичного програмування. Вихідна 

інформація в таких задачах є повністю визначеною. Всі детерміновані задачі поділяються на 

задачі лінійного чи нелінійного програмування. 

В задачах нелінійного програмування цільова функція та (або) обмеження є 

нелінійними функціями. В нелінійному програмуванні виділяють клас багатоекстремальних 

задач та клас задач опуклого програмування. В багатоекстремальних задачах цільова 

функція має декілька екстремумів. В задачах опуклого програмування – тільки один. 

Опукле програмування об’єднує три підкласи екстремальних задач: задачі при двобічних 

обмеженнях змінних і відсутності обмежень у вигляді рівнянь; задачі квадратичного 

програмування, які пов’язані з пошуком екстремуму квадратичної функції при лінійних 

обмеженнях; задачі в загальній постановці, тобто ті, що не належать до двох попередніх 

підкласів. 

В задачах лінійного програмування цільова функція та всі обмеження є лінійними 

функціями. Лінійне програмування об’єднує наступні підкласи задач: задачі дискретного 

(цілочислового) програмування; задачі дрібно-лінійного програмування; задачі 

параметричного програмування; підклас транспортних задач. В задачах дискретного 

(цілочислового) програмування невідомі (змінні) можуть приймати тільки цілочислові 

значення. У задачах дрібно-лінійного програмування цільова функція представляє собою 
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відношення двох лінійних функцій, а функції, що визначають область допустимих рішень, є 

звичайними лінійними функціями. У задачах параметричного програмування цільова 

функція або функції обмежень, або й те й інше залежать від деяких параметрів (коефіцієнти 

можуть змінюватися в деяких межах). Окремими класами лінійних задач є транспортні 

задачі, в яких змінні подаються у вигляді матриці, а коефіцієнти в обмеженнях можуть 

приймати тільки два значення: 1 або 0. 

 

Області застосування лінійного програмування при вирішенні задач оптимізації АТТ 

До оптимізаційних задач можна віднести наступні класи задач: 

– задачі планування виробництва (планування випуску продукції, завантаження 

обладнання, фінансування проєктів, розподіл парку транспортних засобів (повітряних суден), 

календарне планування, мережеве планування); 

– задачі організації виробництва (формування парку обладнання, про 

призначення, про реконструкцію підприємства, про розташування виробничих одиниць, про 

закриття підприємства); 

– транспортні задачі (перевезення вантажів з максимальним завантаженням 

транспорту та з максимальним об'ємом перевезень, розподіл транспортних засобів, 

розміщення вантажного повітряного флоту); 

– комбінаторні задачі (про рюкзак, про лінійний розкрій, про розподіл пам'яті 

ЕОМ, про комівояжера). 

Найбільш поширені поняття та визначення математичного програмування: 

– цільова функція, цільова квадратична форма, функція плану, критерій 

оптимізації – функція, для якої треба визначити оптимальне рішення або знайти екстремальне 

значення;  

– оптимум (максимум або мінімум) – найбільше (при максимізації) або 

найменше (при мінімізації) значення цільової функції у;  

– оптимальне рішення, оптимальний план, оптимальна точка – значення 

змінних оптимізаційної задачі, при яких цільова функція набуває екстремального значення;  

– область допустимих рішень – множина точок, серед яких шукають оптимальне 

рішення;  

– обмеження задачі у вигляді рівностей – система рівностей або нерівностей, 

можливі рішення якої формують область допустимих рішень;  

– двобічна обмеженість змінних – вираз, що визначає відрізок можливих значень 

змінних;  

– загальна задача математичного програмування – задача пошуку оптимального 

рішення або оптимуму нелінійної цільової функції; 

 

Задача лінійного програмування. Канонічна форма задачі лінійного програмування. 

Геометрична інтерпретація задачі лінійного програмування. Симплекс-метод 

Лінійне програмування є найбільш розробленим розділом математичного 

програмування, пріоритет у якому належить радянському математикові Л.В. Канторовичу, 

який в 1937 році розглянув спеціальний клас задач лінійного програмування й запропонував 

метод їх розв’язання. 

В задачі лінійного програмування всі функції fі(Х) лінійні. Лінійність функції fі(Х) 

означає, що, якщо вектор X містить тільки одну змінну, то ця функція на рисунку може бути 

зображена у вигляді прямої лінії, якщо змінних дві, то функція є площиною, при більшій 

кількості змінних функція є гіперплоскістю. Подібно до рівняння прямої на площині, лінійна 

функція може бути представлена у вигляді суми (2.12): 

f(X) = c1x1 + c2x2 + c3x3 + c4x4 + … + cnxn,   (2.12) 

де n – кількість змінних х у векторі X. 
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Загальна задача лінійного програмування (ЗЛП) формулюється в такий спосіб: 

знайти оптимум лінійної функції цілі у(Х), якщо обмеження fi(Х) лінійні й вектор змінних Х 

невід’ємний. 

Аналітичний запис ЗЛП виходить із запису загальної задачі математичного 

програмування шляхом конкретизації виду функції f(Х) (2.13) – (2.14): 

у(X) = c1x1 + c2x2 + c3x3 + c4x4 + … + cnxn → max (min);  (2.13) 

f1(X) = a11x1 + a12x2 + a13x3 + … + a1nxn ≤ (≥, =) b1; 

……………………………     (2.14) 

fm(X) = a1mx1 + a2mx2 + a3mx3 + … + anmxn ≤ (≥, =) bm, 

де m – кількість обмежень, в кожному обмеженні може стояти або знак рівності, тоді це 

рівняння-обмеження, або знак нерівності, тоді це нерівність-обмеження;  

коефіцієнти ci, aji, bj – деякі константи, що характеризують умови, в яких здійснюється 

пошук оптимальних рішень, такі як некеровані параметри процесу, наявні ресурси, значимість 

змінних тощо залежно від змісту задачі та змінних.  

Можна використовувати більш лаконічну форму запису (2.15) – (2.17): 
a 

Σcixi → max(min);     (2.15) 
i=1 

a 

Σaijxi ≤ (≥, =) bj , j = 1, 2, 3, …, m;    (2.16) 
 i=1 

xi ≥ 0, i = 1, 2, 3, …, n.    (2.17) 

Останній рядок у вираженні є записом умови невід'ємності всіх змінних вектора X, 

тобто в ЗЛП вважається, що всі змінні х повинні бути більше або дорівнювати 0. 

Щоб в безлічі обмежень була однаковість при вирішенні різних завдань лінійного 

програмування, їх доцільно привести до одного з двох видів – стандартного, коли всі 

обмеження записані у вигляді нерівностей з одним знаком, скажімо, зі знаком «≤»; 

канонічного, коли всі обмеження є рівностями. Приведення до канонічного вигляду 

використовується, зокрема, при вирішенні ЗЛП симплекс-методом.  

Перетворення одного виду запису в інший, тобто приведення до одного виду запису всіх 

обмежень, може бути виконано наступним чином. 

1. Стандартного до канонічного – шляхом введення додаткових змінних: наприклад, 

якщо в ЗЛП з нерівностями типу aj1x1 + aj2x2 + aj3x3 ≤ bj додати змінну x4 з коефіцієнтом aj4 = 

1 (або «-1» у разі «≥»), то можна записати aj1x1 + aj2x2 + aj3x3 + aj4x4 = bj. 

2. Канонічного до стандартного – шляхом введення замість одної рівності двох 

нерівностей: замість aj1x1 + aj2x2 + aj3x3 + aj4x4 = bj можна записати aj1x1 + aj2x2 + aj3x3 + aj4x4 ≤ 

bj, aj1x1 + aj2x2 + aj3x3 + aj4x4 ≥ bj. 

Крім згаданих видів запису та їх взаємних перетворень можна перетворити задачу 

пошуку мінімуму в задачу пошуку максимуму (або навпаки) шляхом зміни знаків при 

коефіцієнті сi в вираженні цільової функції. Наприклад, задача мінімізації у(Х) → min 

еквівалентна задачі максимізації –у(Х) → max. 

Особливості задач лінійного програмування, на яких засновані методи вирішення ЗЛП, 

можна проілюструвати за допомогою графічної інтерпретації. Графічний метод є найбільш 

простим і наочним методом вирішення ЗЛП. Він застосовується для розв’язання задач з двома 

змінними, що подані в стандартній формі, або для задач з m = 2 змінними, що подані в 

канонічній формі, де m – число лінійно незалежних обмежень-рівностей. 

Допустима множина рішень ЗЛП Ω утворює опуклий багатокутник, на  границі якого 

знаходиться оптимум функції цілі y*. На цій множині можна розташувати безліч рівнів 

цільової функції, тобто ліній, в кожній точці яких цільова функція набуває однакових значень. 

Для лінійної цільової функції рівні утворюють множину паралельних прямих. 

З геометричної точки зору при розв’язанні ЗЛП шукають таку кутову точку області Ω, 

в якій лінія рівня з найменшим (при мінімізації) або з найбільшим (при максимізації) 

значенням цільової функції торкається цієї області Ω. 



22  

Алгоритм розв’язання ЗЛП графічним методом у загальному випадку складається з 

таких етапів: 

1. Приведення математичної моделі задачі до вигляду (2.13) – (2.14). 

2. Побудова прямих, визначених рівняннями а
i1

х
1  а

i2
х

2  b
i
, i = 1, n; x

1 = 0 та x
2 = 0. 

Для побудови i-ої прямої а
i1

х
1  а

i2 х2  b
i знаходять пару точок (0; bi / ai1); (0; bi / ai2). 

3. Знаходження напівплощин, обумовлених кожним з обмежень задачі. 

Для кожної напівплощини беремо яку-небудь точку X0
T
 
, наприклад X0

T = [0 0], і 

перевіряємо відповідну нерівність а
i1

х
1  а

i2
х

2 ≤ b
i
. Якщо нерівність виконується, виходить, 

точка X0
T
  

належить напівплощині, яку шукають, інакше – не належить. Знайдені 

напівплощини виділяємо будь-яким зручним способом. 

4. Виділення многокутника рішень. 

Перетинання виділених напівплощин утворює многокутник рішень, тобто, область 

допустимих рішень Ω. 

5. Побудова прямої у
0 = с

1 х1 + с
2
х

2
, що проходить через многокутник рішень. Тут 

у
0 – константа, яка обирається довільно. 

6. Побудова вектору CT = [c1 c2]. 

7. Переміщення прямої у
0 = с

1
х

1 + с
2
х

2
 в напрямку вектору с до границі  області Ω 

(задача максимізації) або у зворотному напрямку вектору с (задача мінімізації). 

8. Визначення координат граничної точки шляхом розв’язання системи двох 

рівнянь. Рівняння системи визначають прямі, що перетинаються в точці Х*. 

9. Обчислення значення цільової функції y* 
 
в точці Х*. 

При розв’язанні ЗЛП можливі чотири випадки щодо кількості та існування рішень: 

єдине рішення (рис. 2.2 (а)); незліченна множина рішень (відрізок АВ на рис. 2.2 (б)); 

необмежена область допустимих рішень (рис. 2.2 (в)) і відсутність рішення через несумісність 

системи  обмежень  (рис. 2.2 (г)). 

На рис. 2.2 показано можливі випадки при пошуку максимуму цільової функції, 

аналогічні ситуації можуть виникати й при пошуку мінімуму. 
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Рисунок 2.2 – Чотири випадки щодо кількості та існування рішень при розв’язанні ЗЛП: 

єдине рішення (а); незліченна множина рішень (б); необмежена область допустимих рішень 

(в); відсутність рішення через несумісність системи обмежень (г) 

 

Кожній задачі лінійного програмування можна певним чином поставити у 

відповідність іншу задачу лінійного програмування, що називають двоїстою стосовно 

вихідної (початкової) задачі. Вихідна та двоїста задачі тісно зв'язані між собою й утворюють 

єдину пару двоїстих задач, причому задача, двоїста стосовно двоїстої задачі, збігається з 

вихідної. 

 
Симплекс-метод розв’язання ЗЛП вважається найбільш поширеним методом у 

лінійному програмуванні. Метод був розроблений американським математиком Джорджем 

Данцігом в 1947 році. 
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Симплекс-метод – метод розв'язання задачі лінійного програмування, в якому 

здійснюється скерований рух за опорними планами до знаходження оптимального розв'язку; 

симплекс-метод також називають методом поступового покращення плану. 

Сутність його зводиться до наступного: за певними правилами при вирішенні задачі 

находяться так звані базисні рішення (симплекси). Ці базисні рішення збігаються з вершинами 

багатогранника області допустимих рішень. В процесі пошуку базисних рішень оцінюється їх 

оптимальність за правилами, що дозволяє визначити, чи можна поліпшити значення цільової 

функції, якщо вибрати якесь інше базисне рішення. Якщо можна – обирається нове базисне 

рішення (нова вершина багатогранника) і перевірка повторюється. Так робиться до тих пір, 

поки знайдене базисне рішення не виявиться оптимальним. 

Симплекс-метод дозволяє знайти оптимальне рішення (якщо воно існує) за кінцеве 

число кроків. Існує велика множина модифікацій симплекс-методу, тут приводиться 

симплекс-метод, що дозволяє водночас вирішувати вихідну та двоїсту задачі. 

Якщо вихідна задача лінійного програмування записана в стандартній формі, то її треба 

привести до канонічної форми, шляхом введення додаткових змінних xn +1
, x

n + 2
, …, x

n+m у 

вихідну. Внаслідок приведення одержимо вихідну задачу (2.18) – (2.19): 



 
x

n

j
jj maxxc)x(y

1

;    (2.18) 











 




mn,j,x

m,i,bxxaf
:

j

in

n

j
jiji

10

11
1 .    (2.19) 

У цьому випадку, змінні xn 1, xn  2 ,…,  xn  m вихідної задачі вибираються в якості 

залежних (Б - базисних), а інші змінні x
1
, x

2 , …, x
n
 вихідної задачі є незалежними (В - вільними) 

і прирівнюються до нуля. Тоді перше опорне (базисне) рішення вихідної задачі буде: 

X0
T = (x1=0, …, xn=0, xn+1=b1, xn+2=b2, …, xn+m=bm). 

Після визначення першого опорного рішення, перевіряють, чи є воно оптимальним. 

Якщо оптимум не досягнуто, то переходять до нового опорного рішення. Для цього потрібно 

визначити вільну змінну, котру потрібно ввести в базис, і базисну змінну, котру потрібно 

вивести з числа базисних змінних. Після одержання нового опорного рішення, його також 

перевіряють на оптимальність. Якщо критерій оптимуму досягнуто, то оптимальним 

рішенням задачі є останній опорний план (опорне рішення). 

Всі розрахунки за симплекс-методом зручно виконувати за допомогою спеціальної 

симплекс-таблиці (табл. 2.2). 

Критерієм оптимальності при мінімізації цільової функції є негативне значення всіх 

оцінок (t
m1, j  0, n,j 1 ); при максимізації – невід’ємність всіх оцінок ( t

m1, j  0, n,j 1 ). 

Таблиця 2.2 – Симплекс-таблиця 
 Б (залежні) z

m +1 z
m + 2  z

m + n d(Z)→min  

Симпл. 

відн. ɵ B (неза 

лежні) 

(незалежні) 

Б B 

(залежні) 

x
1
 x

2
  x

n
  

Вільні 

-z
1
 х

n + 1 t
11 = a

11 t
12 = a

12 
 t

1n = a
1n t

1,n+1 = b
1 ɵ1 

-z
2
 x

n + 2 t
21 = a

21 t
22 = a

22  t
2n = a

2n t
2,n+1 = b

2 ɵ2 

… … … …  … … … 

-z
m

 x
n + m t

m1 = a
m1 t

m2 = a
m2  t

mn =a
mn t

m,n+1 = b
m ɵm 

Вільні y(Х) →max t
m+1,1 = -c

1 t
m+1,2 = -c

2  t
m+1,n = -c

n t
m+1,n+1 = 0  

 

 

Алгоритм симплекс-методу 
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Будемо вважати, що початкову таблицю симплекс-методу сформовано. Тоді 

послідовність розв’язання задачі симплекс-методом наступна: 

1. Перевірити, чи виконується умова оптимуму (критерій оптимальності). Якщо 

виконується, то отримане опорне рішення є оптимальним. Якщо не виконується, перейти до 

наступного пункту. 

2. Знайти напрямний (r-й) стовпець. Серед «хибних» оцінок (tm+1,j > 0 – для задачі 

мінімізації, tm+1,j < 0 – для задачі максимізації) обрати максимальну за модулем, тобто, оцінку 

t
m+1,r = max |tm+1,j|, n,j 1 . 

3. Знайти напрямний (k-й) рядок. Для всіх аir > 0 визначити симплексні відносини ɵі = 

bi / air. Напрямним буде той рядок k, для якого ɵi буде мінімальним  i
a,i

k
ir

min 
0

 . На перетині 

r-го стовпця та k-го рядка знаходиться розв’язний елемент tkr. 

Якщо всі компоненти напрямного стовпця tir  непозитивні (tir ≤ 0, m,i 1 ), лінійна форма 

задачі необмежена на багатокутнику рішень та розрахунки на цьому закінчуються. Задача не 

має рішення. 

4. Виконати транспозицію змінних xr та zm+r, тобто, поміняти їх місцями, отримуючи 

нову пару змінних xn+k та zk. Сформувати нове опорне рішення з урахуванням транспозиції 

змінних. Перерахувати елементи таблиці tij ( 1111  n,j,m,i ) в елементи нової таблиці tij
н (

1111  n,j,m,i ) за наступними правилами: 

- розв’язний елемент tkr
н.= 1 / tkr; 

- елементи напрямного рядка tkj
н.= tkj./ tkr, rj  ; 

- елементи напрямного стовпця tir
н.= -tir / tkr, ki  ; 

- інші елементи таблиці tij
н.= tij – (tir ∙ tkj) / tkr, ki  , rj  . 

5. Циклічно перейти до початкового пункту 1. 

 

Постановка транспортної задачі лінійного програмування, її математична модель 

та області застосування. Рішення транспортної задачі методом потенціалів 

Транспортна задача широко використовується в практиці планування. Це задача про 

знаходження найбільш раціонального з погляду витрат плану перевезень однорідного 

продукту від постачальників до споживачів. Для визначення оптимального плану 

транспортної задачі можна використати диференціальний алгоритм, симплекс-метод й інші 

універсальні методи. Однак через специфіку обмежень задачі, для визначення оптимального 

плану транспортної задачі доцільно застосовувати спеціально розроблені методи, наприклад 

метод потенціалів. 

Проблема була вперше формалізована французьким математиком Гаспаром Монжем в 

1781 році. Прогрес в рішенні проблеми був досягнутий під час великої Вітчизняної Війни 

радянським математиком і економістом Леонідом Канторовичем. Тому іноді цю проблему 

називають транспортною задачею Монжа – Канторовича. 

Однорідний продукт, зосереджений у m пунктах відправлення в кількостях a
1
, a

2
, …, a

m 

одиниць відповідно, необхідно доставити в кожний з n пунктів призначення в кількостях b
1
, b

2
, 

…, b
n одиниць відповідно. Вартість (відстань) перевезення одиниці продукту з i-го пункту 

відправлення в j-й пункт призначення дорівнює cij і відома для кожного маршруту. Нехай хij – 

кількість продукту, перевезеного з i-го пункту відправлення в j-й пункт призначення. Задача полягає 

у визначенні таких величин хij для всіх маршрутів, при яких сумарна вартість або відстань перевезень 

були б мінімальними. 

Тоді математична модель транспортної задачі про планування перевезень має вигляд 

(2.20) – (2.21): 

 


ijx

m

i

n

j
ijij minxcy

1 1

;    (2.20) 
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 .    (2.21) 

де cij – тарифи (вартість, час, відстань) перевезення одиниці вантажу з i-го пункту 

відправлення в j-й пункт призначення;  

аі – запаси вантажу в i-му пункті відправлення;  

bj – потреба у вантажі в j-му пункті призначення;  

хij – кількість одиниць вантажу, перевезеного з i-го пункту відправлення в j-й пункт 

призначення. Причому перевезений вантаж характеризується вагою, довжиною (погонні 

метри), площею (квадратні метри), об'ємом тощо. Наприклад, перевозиться рідина, сипучий 

матеріал, дрібні заготівлі або дрібна продукція. 

Транспортну задачу можна представити у вигляді табл. 2.3. 

Таблиця 2.3 – Транспортна таблиця 

 Пункти призначення 

1 2 … j … N 

Потреби 

b1 b2 … b1 … bn 

П
у
н

к
ти

 в
ід

п
р
ав

л
ен

н
я
 

1 

З
ап

ас
и

 

a1 с11 

x11 

с12 

x12 

… с1j 

x1j 

… с1n 

x1n 

2 a2 с21 

x21 

с22 

x22 

… с2j 

x2j 

… с2n 

x2n 

… … … … … … … … 

i ai сi1 

xi1 

сi2 

xi2 

… сij 

xij 

 сin 

xin 

… … … … … … … … 

m am сm1 

xm1 

сm2 

xm2 

… сmj 

xmj 

… сmn 

xmn 

 

Теорема 2.1. Для можливості розв'язання транспортної задачі необхідно й достатньо, 

щоб загальні запаси вантажу в пунктах відправлення дорівнювали загальним потребам у 

вантажі в пунктах призначення, тобто щоб виконувалася рівність (2.25): 

     



n

j
j

m

i
i ba

11

     (2.25) 

Якщо загальна потреба у вантажі в пунктах призначення дорівнює загальному запасу 

вантажу в пунктах відправлення, то модель такої транспортної задачі називається закритою. 

У протилежному випадку – відкритою. 

Як і для всякої задачі лінійного програмування, оптимальний план транспортної задачі 

є й опорним планом. 

Процес рішення транспортної задачі складається із двох етапів: 

1. Побудови вихідного опорного плану перевезень. 

2. Знаходження оптимального плану. 

Побудова опорного плану 

Існує кілька методів визначення вихідного опорного плану, серед яких можна 

відзначити метод північно-західного кута, метод мінімальної вартості, метод подвійної 

переваги. 
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План   n,j,m,i,xX ij 11   є 

невиродженим опорним планом, якщо в 

ньому кількість відмінних від нуля 

компонентів у точності дорівнює m+n–

1, а якщо менше – те виродженим. 

Найпростіший метод побудови 

опорного плану – це метод північно-

західного кута. Він полягає в 

послідовному розподілі продукції 

споживачам з урахуванням 

можливостей постачальників, 

починаючи з лівої верхньої клітини 

таблиці транспортної задачі. 

Покажемо процес побудови опорного плану методом північно-західного кута на 

наступному прикладі. 

Приклад 2.2. Методом північно-західного кута знайти опорне рішення транспортної 

задачі. 

Три розчинобетонних заводи, які обслуговують злітно-посадкову смугу аеродрому, 

забезпечуються цементом із трьох складів. Попит заводів bj відповідно дорівнює 80, 120 та 100 

тис. т/міс. Пропускна здатність складів аi відповідно дорівнює 100, 50 та 150 тис. т/міс. 

Відстань перевезення (у км) з i-го складу на j-й розчинобетонний завод представлена в 

матриці: 

 


















132

241

312

ijcС . 

Потрібно скласти план перевезень цементу зі складів на заводи, що задовольняв би 

пропускну здатність складів та потреби заводів, а сумарний пробіг вантажного транспорту був 

би мінімальним.  

Рішення. 

Розподіл кількості перевезень роблять без огляду на вартість перевезення одиниці 

продукції. Розподіл починається з визначення х
11

. Для цього порівнюємо а1=100 з в1=80 і 

вибираємо менше, тоді х
11 = 80. Оскільки потреби першого пункту призначення повністю 

задоволені, то в клітинах 21 й 31 ставимо прочерки. Запаси першого джерела ще не 

вичерпано  й  становлять  100-80=20  одиниць. Оскільки 20<120, тоді х
12 = 20. Оскільки запаси 

першого джерела вже вичерпані, в клітину 13 ставимо прочерк. Серед незаповнених клітин 

розглядаємо клітину 22 (запас становить 50, а потреби 120-20), отже х
22  50. 

 Клітина 23 – прочерк (запас вичерпаний). 

Обчислимо х
32 120 20  50  50, тоді х

33  150  50  100. Даний опорний план є 

невиродженим, оскільки кількість відмінних від нуля компонентів складає n+m-1=3+3-1=5. 

При цьому значення функції мети складе 80*2+20*1+50*4+50*3+100=630. 

Метод мінімальної вартості полягає у тому, що спочатку заповнюються клітини з 

мінімальними вартостями. Продемонструємо його на прикладі. 

Приклад 2.3. Методом мінімальної вартості знайти опорне рішення задачі із 

прикладу 2.2. 

Рішення. 

 

 

 

 

 

 

Пункти 

відправлення 

Запаси 

вантажу 
Пункти призначення 

1 2 3 

Потреба 

80 120 100 

1 100 
 2  1  

− 

3 

80  20  

2 50 
 

− 

1  

50 

4  

− 

2 

3 150 
 

− 

2  3  1 

50 
 

100 
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Спочатку знаходимо клітину з 

мінімальною вартістю, наприклад клітина 

12, і заповнюємо її мінімальним з 100 та 

120. Тоді клітини 11 та 13 заповнимо 

прочерками. Знаходимо наступну 

мінімальну клітину, це 21, і заповнюємо її 

мінімальним з 50 та 80. Відповідно, 

клітини 22 та 23 заповнимо прочерками. 

При цьому х
31  80  50  30, х

32  120  100 

 20, а в клітину 33 помістимо 100. 

Значення функції мети складе 

100*1+50*1+30*2+20*3+100*1=370. Це 

значення менше за знайдене методом 

північно-західного кута. 

Визначення оптимального 

опорного плану транспортної задачі 

Найбільш популярний метод 

знаходження оптимального плану 

транспортної задачі – метод 

потенціалів. Метод припускає, що 

відомо який-небудь опорний план. 

Вихідний опорний план необхідно 

перевірити на оптимальність. 

Теорема 2.2. Якщо для деякого 

опорного плану   n,j,m,i,*x*X ij 11   

транспортної задачі із заданими 

тарифами перевезень сij існують такі 

числа ui та vj, що ui  vj = cij при  

xij > 0 та ui  vj ≤ cij при xij = 0 для всіх 

n,j,m,i 11  , то  ij*x*X   – 

оптимальний план. 

Числа ui та vj називаються 

потенціалами відповідно пунктів 

відправлення та пунктів призначення. 

Алгоритм методу потенціалів: 

1-й етап. Для знайденого 

опорного невиродженого плану 

знаходять потенціали пунктів 

відправлення й призначення. Так як 

число заповнених клітин дорівнює n+m–

1, то один з потенціалів дорівнюють до 

нуля. 

2-й етап. Для кожної вільної 

клітки визначають числа ij  ui  vj  

cij. Якщо серед них немає позитивних, то 

отримано оптимальний план 

транспортної задачі. Якщо ж для деякої 

вільної клітини плану ij  0, то 

необхідно перейти до нового опорного 

плану. 

Пункти  

від- 

прав- 

лення 

Запаси 

вантажу 

Пункти призначення 

1 2 3 

Потреба 

80 120 100 

1 100 
 

− 

2  

100 

1  

− 

3 

2 50 
 

50 

1  

− 

4  

− 

2 

3 150 
 2  3  1 

30  20  100  
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3-й етап. Знаходять новий опорний план. Для цього розглядають всі вільні клітини, для 

яких ij  0, і вибирають ту, для якої число ij максимальне. Обрану клітину варто заповнити, 

її позначають знаком «+» і формують цикл, по якому необхідно змінити об'єми перевезень. 

Циклом у таблиці транспортної задачі називається замкнута ламана лінія, вершини якої 

розташовані в зайнятих клітинах таблиці, а ланки – уздовж рядків і стовпців, причому в 

кожній вершині циклу зустрічаються рівно дві ланки, одна з яких перебуває в рядку, а інша – 

у стовпці. 

При правильній побудові опорного плану для будь-якої вільної клітини можна 

побудувати лише один цикл. Вільна клітина позначається «+», потім знаки чергуються «–», 

«+», «–», «+», … У вільну клітину переносять найменше із чисел xij, що знаходяться в 

«мінусових» клітках, і одночасно це число додають до чисел, що знаходяться в «плюсових» 

клітках. Клітина, що раніше була вільною, стає зайнятою, а «мінусова» клітина, у якій стояло 

мінімальне число xij, стає вільною. Далі переходять до 1-го етапу. 

Приклад 2.4. Методом потенціалів знайти оптимальне рішення задачі із прикладу 2.2. 

Рішення. 

1-й етап. Знаходимо потенціали пунктів відправлення та призначення. 

Нехай u3 = 0, тоді v3 = 1, v2 = 3. Потім u2  4  3  1, u1  1  3  2, і нарешті, v1  2  

2 = 4. 

2-й етап. Перевірка опорного рішення на оптимальність. Для перевірки плану на 

оптимальність знайдемо ij для вільних клітин. 

13 = 1-2-3=-4<0. 

21 = 4+1-1=4>0. 

23 = 1+1-2=0. 

31 =4+0-2=2>0. 

Рішення не є оптимальним. 

3-й етап. Знаходження нового опорного плану. Будуємо цикл. Клітина 21 позначається 

«+», відповідно клітини 11 та 22, як  «-», і клітина 12 – як «+». Оскільки 50<80, здійснимо 

перекидання за циклом 50 одиниць продукції та знайдемо нове опорне рішення. І повернемося 

до етапу 1. Знайдемо значення цільової функції 30*2+70*1++50*1+50*3+100=430. Значення 

цільової функції зменшилось. Одержимо нові потенціали. 

Перевіримо рішення на оптимальність. 

13 = 1-2-3=-4<0. 

22 = 3-3-4=-4<0. 

23 = 1-3-2=-4<0. 

31 = 4+0-2=2>0. 

Рішення не оптимальне. Знайдемо нове опорне рішення. Клітину 31 позначимо «+».  

Виконаємо перекидання за циклом 30<50.  Одержимо нове опорне рішення. Знайдемо 

потенціали й перевіримо на оптимальність. 

11 = 2-2-2=-2<0. 

13 = 1-2-3=-4<0. 

22 = 3-1-4=-2<0. 

23 = 1-1-2=-2<0. 

Всі оцінки від’ємні, значить 

знайдено оптимальне рішення. 

Мінімум складе 

100+50+60+60+100=370. 

Якщо ми маємо справу із 

транспортною задачею відкритого 

типу, то вводять або фіктивного 

постачальника, або фіктивного 

споживача та вирішують як закриту 

задачу. У випадку перевищення запасу 
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над потребою, тобто 
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, уводиться фіктивний (n+1)-й пункт призначення з потребою 
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1 . При цьому відповідні тарифи вважаються рівними нулю: сi,n+1 = 0 ( m,i 1 ). 

Аналогічно, при 
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 вводиться фіктивний (m+1)-й пункт відправлення із 

запасом вантажу 
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1 . При цьому відповідні тарифи вважаються рівними нулю: 

сm+1,j = 0 ( n,j 1 ). 

 

Задача про призначення як приватний випадок транспортної задачі. Рішення задачі 

про призначення угорським методом. Приклади оптимізації АТТ у формі 

транспортної задачі 

У процесі управління виробництвом часто виникають задачі призначення виконавців 

на різні види робіт, наприклад: підбор кадрів і призначення кандидатів на вакантні посади, 

розподіл джерел капітальних вкладенні між різними проєктами науково-технічного розвитку, 

розподіл екіпажів літаків між авіалініями. 

Задача про призначення є приватним випадком транспортної задачі, в якій число 

пунктів відправлення дорівнює числу пунктів призначення, тобто, транспортна таблиця має 

форму квадрата. Крім того, всі величини попиту й величини пропозиції рівні (у кожному 

пункті призначення обсяг попиту дорівнює 1, і величина пропозиції кожного пункту 

відправлення також дорівнює 1). Задача про призначення може бути розв'язана з 

використанням методів лінійного програмування або алгоритму рішення транспортної задачі. 

Однак через особливу структуру даної задачі був розроблений спеціальний алгоритм, що 

одержав назву угорського методу. 

Ідея цього методу розв’язання транспортної задачі вперше була запропонована 

угорським математиком Є. Егерварі у 1931 році, тобто ще до розроблення загальної теорії 

лінійного програмування. Спочатку цей метод був розроблений для розв’язування 

специфічного виду транспортної задачі, а згодом узагальнений. Нині угорський метод є одним 

з найпоширеніших методів розв’язання транспортних задач. 

Він досить простий з погляду обчислень і може застосовуватися без упереджень навіть 

у разі виродженості плану. 

При розгляді задачі про призначення в стандартній формі передбачається, що 

кількість працівників дорівнює кількості робіт. 

Задачі про призначення у відкритій формі виникають тоді, коли кількість 

працівників не дорівнює кількості робіт. У цих випадках задача може бути перетворена в 

задачу, сформульовану в стандартній формі. 

Математична модель задачі про призначення (2.26)–(2.27): 

- цільова функція: 

mnmin,xcL
m

i

n

j
ijij 

 1 1

;    (2.26) 

- обмеження: 

1
1




n

j
ijx , m,i 1 ; 

1
1




m

i
ijx , n,j 1 ;     (2.27) 






0

1
ijx , n,j,m,i 11  ; 

xij ≥ 0, n,j,m,i 11  , 
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де сij – показник ефективності призначення i-го працівника на j-ту роботу, наприклад 

витрати виконання i-м працівником j-ої роботи; 

xij – змінна моделі (хij = 1, якщо i-й працівник використовується на j-й роботі, і xij = 0 у 

противному випадку). 

Приклад 2.5. В авіакомпанії організується фінансово-економічний відділ і необхідно 

розподілити працівників за вакантними посадами. Кожний працівник може виконувати будь-

яку роботу, але з різним ступенем майстерності. Якщо на певну посаду призначити працівника 

саме тої кваліфікації, яка необхідна для роботи на ній, то вартість виконання роботи буде 

нижча, ніж при призначенні на дану посаду працівника невідповідної кваліфікації. 

Компетентна комісія оцінила витрати, пов’язані з майбутнім розподілом працівників. В табл. 

2.4 наводяться умовні оцінки вартості cіj призначення i-го працівника на j-ту посаду. Змінна xij 

=1 у випадку призначення i-го працівника на j-ту посаду, або xij =0 – в іншому випадку. 

Необхідно знайти оптимальний розподіл працівників за всіма посадами, що забезпечує 

мінімальну вартість виконання робіт. 

Таблиця 2.4 – Оцінки вартості призначення працівників на певні посади 

Працівники 
Посади 

Економіст Бухгалтер Касир Менеджер 

Іванов І.П. 
 

x11 

10  

x12 

40  

x13 

60  

x14 

30 

    

Петров С.М. 
 

x21 

90  

x22 

70  

x23 

100  

x24 

90 

    

Сидоров В.Н. 
 

x31 

40  

x32 

50  

x33 

110  

x34 

70 

    

Федотов Р.Д. 
 

x41 

80  

x42 

70  

x43 

80  

x44 

50 

    

 

Для прикладу маємо наступну модель:  

L = 10x11 + 40x12 + 60x13 + 30x14 + 90x21 + 70x22 + 100x23 + 90x24 + 40x31 + 

+ 50x32 + 110x33 + 70x34 + 80x41 + 70x42 + 80x43 + 50x44   min;  

 

x11 + x12 + x13 + x14 = 1; 

x21 + x22 + x23 + x24 = 1; 

x31 + x32 + x33 + x34 = 1; 

x41 + x42 + x43 + x44 = 1; 

x11 + x21 + x31 + x41 = 1; 

x12 + x22 + x32 + x42 = 1; 

x13 + x23 + x33 + x43 = 1; 

x14 + x24 + x34 + x44 = 1; 

 

x11 ≥ 0;  

x12 ≥ 0;  

x13 ≥ 0;  

x14 ≥ 0; 

x21 ≥ 0;  

x22 ≥ 0;  

x23 ≥ 0;  

x24 ≥ 0; 

x31 ≥ 0;  

x32 ≥ 0;  

x33 ≥ 0;  

x34 ≥ 0; 

x41 ≥ 0;  

x42 ≥ 0;  

x43 ≥ 0;  

x44 ≥ 0. 

 
Знаходимо в кожній строчці мінімальний елемент і віднімаємо його від кожного 

елементу рядка (табл. 2.5). 
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Таблиця 2.5 – Знаходження мінімальних елементів в рядках та їх віднімання 

Працівники 
Посади 

Економіст Бухгалтер Касир Менеджер min 

Іванов І.П. 
 

x11 

0  

x12 

30  

x13 

50  

x14 

20 10 

    

Петров С.М. 
 

x21 

20  

x22 

0  

x23 

30  

x24 

20 70 

    

Сидоров В.Н. 
 

x31 

0  

x32 

10  

x33 

70  

x34 

30 40 

    

Федотов Р.Д. 
 

x41 

30  

x42 

20  

x43 

30  

x44 

0 50 

    

 

Знаходимо в кожному стовпці мінімальний елемент і віднімаємо його від кожного 

елементу стовпця (табл. 2.6). 

Таблиця 2.6 – Знаходження мінімальних елементів в стовпцях та їх віднімання 

Працівники 
Посади 

Економіст Бухгалтер Касир Менеджер 

Іванов І.П. 
 

x11 

0  

x12 

30  

x13 

20  

x14 

20 

    

Петров С.М. 
 

x21 

20  

x22 

0  

x23 

0  

x24 

20 

    

Сидоров В.Н. 
 

x31 

0  

x32 

10  

x33 

40  

x34 

30 

    

Федотов Р.Д. 
 

x41 

30  

x42 

20  

x43 

0  

x44 

0 

    

min 0 0 30 0 

 

Якщо в кожній строчці та кожному стовпці знаходиться один „0”, тобто, кожний 

працівник призначається тільки на одну посаду, то оптимальне рішення знайдене. В іншому 

випадку: 

– проводимо мінімальне число прямих через строки та стовпці, щоб всі „0” були 

викресленими (табл. 2.7); 

– обираємо мінімальний невикреслений елемент (=10), віднімаємо його від кожного 

невикресленого елементу і додаємо до кожного елементу, що стоїть на перетині проведених 

прямих (табл. 2.8). 

Якщо на останньому кроці оптимальне рішення не знайдене, то процедуру проведення 

прямих необхідно повторювати до тих пір, поки не буде отримане допустиме рішення. 

Таблиця 2.7 – Викреслювання нулів 

Працівники 
Посади 

Економіст Бухгалтер Касир Менеджер 

Іванов І.П. 
 

x11 

0  

x12 

30  

x13 

20  

x14 

20 

    

Петров С.М. 
 

x21 

20  

x22 

0  

x23 

0  

x24 

20 

    

Сидоров В.Н. 
 

x31 

0  

x32 

10  

x33 

40  

x34 

30 

    

Федотов Р.Д. 
 

x41 

30  

x42 

20  

x43 

0  

x44 

0 
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Таблиця 2.8– Знаходження оптимального рішення 

Працівники 
Посади 

Економіст Бухгалтер Касир Менеджер 

Іванов І.П. 
 

x11 

0  

x12 

20  

x13 

10  

x14 

10 

    

Петров С.М. 
 

x21 

30  

x22 

0  

x23 

0  

x24 

20 

    

Сидоров В.Н. 
 

x31 

0  

x32 

0  

x33 

30  

x34 

20 

    

Федотов Р.Д. 
 

x41 

40  

x42 

20  

x43 

0  

x44 

0 

    

 

Таким чином, мінімальна сумарна вартість виконання робіт працівниками відділу 

складає:  

L = 10 + 100 + 50 + 50 = 210 у.о. 

Оптимальним рішенням є призначення Іванова І.П. на посаду економіста, Петрова С.М. 

– на посаду касира, Сидорова В.Н. – на посаду бухгалтера, Федотова Р.Д. – на посаду 

менеджера. 

Задані обмеження щодо призначення кожного працівника тільки на одну посаду та 

забезпечення всіх посад працівниками виконуються. 

 

2.5 Висновки по лекції 

Математичне програмування досліджує екстремальні задачі (задачі пошуку 

максимуму або мінімуму, або оптимізаційні задачі) і розробляє методи їх розв'язання. Задачі 

математичного програмування поділяються на детерміновані задачі, задачі стохастичного 

та задачі динамічного програмування. 

Всі детерміновані задачі поділяються на задачі лінійного чи нелінійного 

програмування. В задачах лінійного програмування цільова функція та всі обмеження є 

лінійними функціями. Графічний метод є найбільш простим і наочним методом вирішення 

ЗЛП. Симплекс-метод розв’язання ЗЛП, в якому здійснюється скерований рух за опорними 

планами до знаходження оптимального розв'язку, вважається найбільш поширеним методом 

у лінійному програмуванні. 

Транспортна задача полягає в знаходженні найбільш раціонального з погляду витрат 

плану перевезень однорідного продукту від постачальників до споживачів. Для визначення 

вихідного опорного плану можна відзначити метод північно-західного кута та метод 

мінімальної вартості. Для знаходження оптимального плану використовується метод 

потенціалів. 
Задача про призначення є приватним випадком транспортної задачі, в якій число 

пунктів відправлення дорівнює числу пунктів призначення, тобто, транспортна таблиця має 

форму квадрата. Через особливу структуру даної задачі був розроблений спеціальний 

алгоритм, що одержав назву угорського методу. 

 

Тема 3 Застосування графічних методів для оптимізації авіаційних транспортних 

технологій (2 год.) 

3.1 Мета та завдання лекції 

Метою лекції є ознайомлення з роллю графічного моделювання в оптимізації АТТ. 

Завдання лекції: 

– розкрити поняття елементів теорії графів, в т.ч. поняття вузлів (вершин), ребер 

та дуг, петель та ланцюгів, орієнтованих мереж, зв’язаних мереж;  

– ознайомити з застосуванням мережевого планування при розробці проєктів 

виконання різних комплексів робіт з оптимізації АТТ;  

– ознайомити з побудовою мережі проєкту, поняттям критичних робіт, з методом 

критичного шляху, часовим графіком; 
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– розглянути задачу про найкоротший маршрут, алгоритми Дейкстри та Флойда; 

– розглянути задачу про максимальний потік, розкрити сутність розрізу та 

перебору розрізів. 

 

3.2 План лекції 
3.1 Елементи теорії графів. Вузли (вершини), ребра та дуги. Петлі та ланцюги. 

Орієнтовані мережі. Зв’язані мережі.  

3.2 Застосування мережевого планування при розробці проєктів виконання різних 

комплексів робіт з оптимізації АТТ.  

3.3 Побудова мережі проєкту. Критичні роботи. Метод критичного шляху. Часовий 

графік. 

3.4 Задача про найкоротший маршрут. Алгоритм Дейкстри. Алгоритм Флойда.  

3.5 Задача про максимальний потік. Розріз. Перебір розрізів. 

 

3.3 Основні категорії, ключові поняття та визначення теми 

Алгоритм Флойда-Воршелла – це алгоритм динамічного програмування для 

знаходження найкоротших відстаней між усіма вершинами зваженого орієнтованого графа. 

Вершина (вузол) – точка, де можуть сходитися/розходитися ребра та/або дуги. 

Граф – абстрактний математичний об'єкт, який представляє собою безліч вершин графа 

і набір ребер, тобто з'єднань між парами вершин. 

Зв’язна мережа – така мережа, в якій будь-які два вузли зв’язані принаймні одним 

шляхом. 

Критичні роботи – роботи та події, які лежать на критичному шляху. 

Ланцюг – незамкнений маршрут, у якого немає ребер (дуг), що повторюються, для 

неорієнтованого графа. 

Мережеве планування – графічне зображення певного комплексу виконуваних робіт, 

яке відображає їх логічну послідовність, існуючий взаємозв'язок і заплановану тривалість, та 

забезпечує подальшу оптимізацію розробленого графіка на основі економіко-математичних 

методів і комп'ютерної техніки з метою його використання для поточного управління ходом 

робіт. 

Петля у графі – це ребро, інцидентне одній і тій же самій вершині. 

Ребро графа – лінія, яка з'єднує пару суміжних вершин графа. 

Теорія графів – розділ математики, який вивчає властивості графів. 

 

3.4 Текст лекції  
 

Елементи теорії графів. Вузли (вершини), ребра та дуги. Петлі та ланцюги. 

Орієнтовані мережі. Зв’язані мережі 

Теорія графів – розділ математики, що вивчає властивості графів. Наочно граф можна 

представити як геометричну конфігурацію, яка складається з точок (вершин) сполучених 

лініями (ребрами). У строгому визначенні графом називається така пара множин G = (V, E), 

де V є підмножина будь-якої зліченної множини, а E – підмножина V × V. 

Теорія графів має потужний апарат рішення прикладних задач у самих різних сферах 

науки. До яких відносяться, наприклад теорія зв’язку, аналіз систем, проєктування 

обчислювальних машин, архітектура, дослідження операцій, генетика, психологія, соціологія, 

економіка і т.д. Теорія графів також тісно пов’язана з такими розділами математики, як теорія 

множин, теорія матриць, математична логіка та теорія ймовірності. В усіх цих розділах графи 

застосовуються для представлення різних об’єктів. 

Скінченна сукупність точок, деякі з яких з'єднані одна з одною лініями, називається 

графом. Ці точки називаються вершинами графа, а вказані лінії – ребрами графа. 

Вершина (вузол) – точка, де можуть сходитися/розходитися ребра та/або дуги. 

Ребро графа (дуга графа) – лінія, що з'єднує пару суміжних вершин графа. 

Дуга – орієнтоване ребро. 
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Вершини графа зазвичай нумерують десятковими числами, але можна використовувати 

і будь-які інші знаки. Якщо вершини пронумеровані, то ребра означають неупорядковані пари 

номерів вершин. Кожну пару утворюють номери тих вершин, які з'єднані ребром. 

Вершини, які не належать кінцям жодного з ребер у графі, називаються ізольованими. 

Граф, який складається лише з ізольованих вершин, називається нуль-графом. Граф, у якому 

будь-яка пара вершин з'єднана ребрами, називається повним. Якщо всі вершини і ребра графа 

знаходяться в одній площині, то він називається плоским, у протилежному випадку – 

просторовим.  

Якщо ребро з'єднує дві вершини, то кажуть, що воно інцидентне цим вершинам, а 

вершини, які з'єднані таким ребром, називаються суміжними. Якщо кінці ребра належать 

одній вершині, то таке ребро називається петлею. 

Ланцюг – така послідовність ребер неорієнтованого графа, в якій кінець одного ребра 

є початком іншого, а початкова і кінцева вершини не збігаються. Аналогічно визначається 

шлях на орграфі. Перша у ланцюгу чи шляху вершина називається початковою, остання – 

кінцевою, всі інші – проміжними. Маршрут M називається ланцюгом, якщо всі його ребра 

різні. Маршрут M називається простим ланцюгом, якщо всі його вершини різні. Замкнений 

ланцюг називається циклом. Замкнений простий ланцюг називається простим циклом. Граф 

без циклів називають ациклічним 

Ребро називається спрямованим, або орієнтованим (у цьому разі ребро будемо 

називати дугою), якщо в одному напрямку можливий тільки потік додатних значень, а в 

протилежному – тільки нульовий. В орієнтованій мережі всі ребра орієнтовані.  
Шляхом називається послідовність різних ребер, що з’єднують два вузли незалежно 

від напрямку потоку в кожнім ребрі. Шлях формує цикл, якщо початковий і кінцевий вузли 

збігаються. Орієнтований цикл – це цикл, у якому всі дуги орієнтовані у визначеному 

напрямку. 
Такий граф, у якому для всіх ребер вказано напрям, називається орієнтованим, або 

орграфом. Для орграфів ланцюг називається шляхом, а цикл – контуром. 

Граф називається зв'язаним, якщо для будь-яких двох його вершин існує шлях, що їх 

з'єднує; в іншому випадку граф називається незв'язаним. 

Найчастіше використовуються два види графів: дерево і мережа. Дерево представляє 

собою зв'язаний граф без циклів, що має вихідну вершину (корінь) і крайні вершини; шляхи 

від вихідної вершини до крайніх вершин називаються гілками. Остове дерево – це дерево, 

що містить усі вузли графа. 

Мережа – це орієнтований кінцевий зв'язний граф, що має початкову вершину 

(джерело) і кінцеву вершину (стік). Таким чином, мережева модель представляє собою граф 

виду «мережа».  

 

Застосування мережевого планування при розробці проєктів виконання різних 

комплексів робіт з оптимізації АТТ 
Мережеве планування – це одна з форм графічного відображення змісту робіт і 

тривалості виконання стратегічних планів і довгострокових комплексів проєктних, планових, 

організаційних та інших видів діяльності підприємства. Поряд з лінійними графіками та 

табличними розрахунками мережеві методи планування знаходять широке застосування при 

розробці перспективних планів та моделей створення складних виробничих систем та інших 

об'єктів довгострокового використання. Мережеві плани робіт підприємств зі створення нової 

конкурентоздатної продукції містять не тільки загальну тривалість всього комплексу 

проєктно-виробничої та фінансово-економічної діяльності, але й тривалість та послідовність 

здійснення окремих процесів чи етапів, а також потребу необхідних економічних ресурсів. 

Початкові ідеї мережевого планування були розроблені в кінці 1950-х років в США і 

реалізовані у вигляді трьох систем мережевого аналізу – CPM (Critical Path Method – метод 

критичного шляху), PERT (Program Evaluation and Review Technique – програмна оцінка і 

аналіз) і GERT (Graphic Evaluation and Review Technique – графічна оцінка і аналіз).  
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В Україні роботи з мережевого планування почалися в 1960-х роках. Тоді методи 

мережевого планування управління знайшли застосування в будівництві та наукових 

розробках. Надалі мережеві методи стали широко застосовуватися і в інших галузях народного 

господарства.  

Вперше плани-графіки виконання виробничих процесів були застосовані на 

американських фірмах Г. Рантьє. На лінійних або стрічкових графіках по горизонтальній осі в 

обраному масштабі часу відкладається тривалість робіт за всіма стадіями, етапами 

виробництва. Зміст циклів робіт зображується по вертикальній осі з необхідним ступенем їх 

розчленування на окремі частини або елементи. Циклові або лінійні графіки звичайно 

застосовуються на вітчизняних підприємствах у процесі короткострокового чи оперативного 

планування виробничої діяльності. Основним недоліком таких планів-графіків є відсутність 

можливості тісної взаємозв’язки окремих робіт в єдину виробничу систему або загальний 

процес досягнення запланованих кінцевих цілей підприємства. На відміну від лінійних 

графіків, мережеве планування служить основою економічних та інженерних розрахунків, 

графічних і аналітичних обчислень, організаційних і управлінських рішень, оперативних і 

стратегічних планів, що забезпечують не тільки зображення, а й моделювання, аналіз і 

оптимізацію проєктів виконання складних технічних об'єктів і конструкторських розробок і 

т.д. Під мережевим плануванням прийнято розуміти графічне зображення певного комплексу 

виконуваних робіт, що відображає їх логічну послідовність, існуючий взаємозв'язок і 

заплановану тривалість, та забезпечує подальшу оптимізацію розробленого графіка на основі 

економіко-математичних методів і комп'ютерної техніки з метою його використання для 

поточного управління ходом робіт. 

Мережеве планування може успішно застосовуватися в різних сферах виробничої 

діяльності, таких, як: 

- удосконалення технологій робіт операторів АНС; 

- виконання маркетингових досліджень; 

- проведення науково-дослідних робіт; 

- проєктування дослідно-конструкторських розробок; 

- здійснення організаційно-технологічних проєктів; 

- освоєння дослідного і серійного виробництва продукції; 

- будівництво і монтаж промислових об'єктів; 

- ремонт і модернізація технологічного обладнання; 

- розробка бізнес-планів виробництва нової продукції; 

- реструктуризація діючого виробництва в умовах ринку; 

- підготовка і розстановка різних категорій персоналу; 

- управління інноваційною діяльністю підприємства і т.п. 

Застосування мережевого планування в сучасному виробництві сприяє досягненню 

наступних стратегічних та оперативних завдань: 

1) обґрунтовано вибирати цілі розвитку кожного підрозділу підприємства з 

урахуванням існуючих ринкових вимог і планованих кінцевих результатів; 

2) чітко встановлювати детальні завдання всім підрозділам і службам підприємства на 

основі їх взаємозв’язків з єдиною стратегічною метою в планованому періоді; 

3) залучати до складання планів-проєктів майбутніх безпосередніх виконавців 

основних етапів майбутніх робіт, що мають виробничий досвід і високу кваліфікацію; 

4) більш ефективно розподіляти та раціонально використовувати наявні на 

підприємстві обмежені ресурси; 

5) здійснювати прогнозування ходу виконання основних етапів робіт, зосереджених на 

критичному шляху, і своєчасно вживати необхідні планові та управлінські рішення щодо 

коригування строків;  

6) проводити багатоваріантний техніко-економічний аналіз різних технологічних 

методів і послідовних шляхів виконання робіт, а також розподілу ресурсів з метою досягнення 

запланованих результатів;  
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7) коригувати плани-графіки виконання робіт з урахуванням зміни зовнішнього 

оточення, внутрішнього середовища та інших ринкових умов;  

8) використовувати для обробки великих масивів довідково-нормативної інформації, 

виконання поточних розрахунків і побудови мережевих моделей сучасну комп'ютерну 

техніку;  

9) оперативно отримувати необхідні планові дані про фактичний стан ходу робіт, 

витрати і результати виробництва;  

10) забезпечувати в процесі планування та управління роботами взаємодію 

довгострокової загальної стратегії з короткостроковими конкретними цілями підприємства.  

 

Побудова мережі проєкту. Критичні роботи. Метод критичного шляху. Часовий графік 

Основними поняттями мережевого планування є наступні: робота, подія, шлях. На рис. 

3.1 графічно представлена мережева модель, яка складається з 5 подій (кружечки) і 6 робіт 

(стрілки); тривалість виконання робіт в деяких одиницях часу вказана над стрілками. 

 

Рисунок 3.1 – Мережева модель 

 

На мережевому графіку події зображуються вершинами, а роботи – дугами. 

Робота характеризує матеріальну дію, що вимагає використання ресурсів, або логічну 

дію, яка вимагає лише взаємозв'язку подій. При графічному поданні робота зображується 

стрілкою, яка з'єднує дві події. Вона позначається парою укладених у дужки чисел (i, j), де i – 

номер події, з якої робота виходить, а j – номер події, в яку вона входить. Робота не може 

початися раніше, ніж здійсниться подія, з якої вона виходить. Кожна робота має певну 

тривалість t(i, j). Наприклад, запис t(2, 5) = 4 означає, що робота (2, 5) має тривалість 4 одиниці. 

До робіт відносяться також такі процеси, які не вимагають ні ресурсів, ні часу виконання. Вони 

полягають у встановленні логічного взаємозв'язку робіт і показують, що одна з них 

безпосередньо залежить від іншого і не може виконуватися, перш ніж ця інша буде завершена; 

такі роботи називаються фіктивними і на графіку зображуються пунктирними стрілками. 

Подіями називаються результати виконання однієї або декількох робіт. Вони не мають 

протяжності в часі. Подія здійснюється в той момент, коли закінчується остання з робіт, що 

входить до неї. Події позначаються одним числом і при графічному представленні мережевої 

моделі зображуються колом (чи іншої геометричної фігурою), усередині якого проставляється 

його порядковий номер (i=1, 2, ..., n).  

У мережевій моделі є початкова подія (з номером 1), з якої роботи тільки виходять, і 

кінцева подія (з номером N), в яку роботи тільки входять.  

Шлях – це ланцюжок наступних одна за одною робіт, що з'єднують початкову і кінцеву 

вершини (рис. 3.2-3.3). Шлях, що має максимальну довжину, називають критичним і 

позначають Lкр, а його тривалість – tкр. Роботи, що належать критичному шляху, називаються 

критичними. Їх несвоєчасне виконання веде до зриву термінів всього комплексу робіт. 



38  

 
 

Рисунок 3.2 – (6, 4, 5, 1) і (6, 4, 3, 2, 1) є шляхами між вершинами 6 та 1 

 
 

Рисунок 3.3 – Найкоротший шлях (A, C, E, D, F) між вершинами A та F у зваженому 

орієнтованому графі 

 

При побудові мережі проєкту необхідно дотримуватись таких правил: 

1) в мережі, крім завершальної події, не повинно бути тупикових подій, з яких не 

виходить жодна робота; 

2) в мережі, крім вихідної події, не повинно бути хвостових подій, яким не передує 

жодна робота; 

3) в мережі не повинно бути замкнутих контурів (циклів) та петель; 

4) будь-які дві події повинні бути зв’язані лише однією роботою; 

5) в мережі повинні бути лише одна вхідна та одна завершальна події.  

Наявність в мережі тупикових та хвостових подій, а також циклів вказує на 

необхідність проведення більш ретельного аналізу робіт та взаємозв’язків між ними. Якщо в 

проєкті потрібно виконати декілька робіт при одних і тих же початковій та кінцевій подіях, то 

в таких випадках необхідно ввести фіктивні події та роботи. 

Графічно правила побудови мережі наведено на рис. 3.4. 

Якщо процес реально можна почати або завершити з кількох робіт, то необхідно ввести 

фіктивні вихідну та завершальну події. 

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%B0%D0%B9%D0%BB:6n-graf.svg
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%B0%D0%B9%D0%BB:Shortest_path_with_direct_weights.svg
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Рисунок 3.4 – Правила побудови мережі проєкту 

 

Припустимо, що чотири роботи повинні задовольняти таким правилам: 

- робота С повинна початись одразу після завершення робіт А і В; 

- робота Е повинна початись одразу після завершення роботи В. 

На рис. 3.5, а наведено неправильно зображення робіт, оскільки виходить, що робота Е 

повинна початись як після завершення як роботи В, так і роботи А. На рис. 3.2, б наведено, як 

за допомогою фіктивної роботи D вирішити цю проблему. 

 

 
Рисунок 3.5 – Використання фіктивної роботи для правильного відображення послідовності 

робіт 

 

Вершини мережі можна нумерувати довільно, але для розв’язування задач зручно 

використовувати так звану правильну нумерацію подій – нумерацію події, за якої номер 

кожної наступної події більший, ніж номер будь-якої попередньої. 

Метод критичного шляху (CPM) передбачає, що тривалість виконання кожної роботи 

відома. В результаті використання методу СРМ можна визначити: 

- мінімальний час виконання проєкту; 

- множину критичних та некритичних робіт; 

- час початку та закінчення виконання окремих робіт. 
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Критичний шлях – найдовший шлях (максимальної довжини) від вхідної до 

завершальної події. Критичний шлях характеризує мінімальну тривалість виконання всього 

комплексу робіт. Роботи та події, що лежать на критичному шляху, називаються критичними. 

Їх несвоєчасне виконання веде до зриву термінів всього комплексу робіт. 

Всі події характеризуються: 

- раннім терміном настання події – Еі; 

- пізнім терміном настання події – Lі. 

Всі роботи характеризуються: 

- тривалістю роботи – tij; 

- раннім терміном початку роботи ESij = Ei; 

- пізнім терміном закінчення роботи LFij = Lj; 

- пізнім терміном початку роботи LSij = LFij – tij; 

- раннім терміном закінчення роботи EFij = ESij + tij; 

- повним резервом часу Rij = LSij - ESij (проміжок часу між раннім та пізнім термінами 

початку роботи); 

- вільним резервом часу rij = Ej - Ei – tij (проміжок часу між раннім терміном настання 

події та раннім терміном настання події j). 

Для критичної роботи (i, j) виконуються умови: 

- Ei = Li; 

- Ej = Lj; 

- Li - Lj = Ej - Ei = tij. 

Повний резерв часу Rij визначає час, на який може бути відкладена робота без 

збільшення тривалості виконання проєкту. 

Вільний резерв часу rij визначає час, на який може бути відкладена робота без 

збільшення раннього терміну настання наступної події. 

Якщо Rij = rij, то робота може початись в будь-який час в межах від раннього до пізнього 

терміну початку роботи без збільшення тривалості проєкту. Якщо Rij < rij, то зсув початку 

роботи на величину, що є в межах від rij до Rij, супроводжується зсувом всіх наступних 

некритичних робіт без збільшення тривалості проєкту. 

Критичні роботи резерву часу не мають. 

Визначення критичного шляху та часових параметрів мережевого графіка виконують в 

два проходи. При проході вперед визначаються ранні терміни настання подій, при проході 

назад – пізні терміни настання тих же подій. 

Прохід вперед (з вихідної до завершальної події): 

початковий крок: приймаємо E0 = 0, тобто проєкт починається в нульовий момент часу; 

основний крок: для вузла j визначаємо вузли p, q, …, v, що безпосередньо зв’язані з 

вузлом j роботами (p, j), (q, j), … , (v, j), для яких вже обчислено ранні терміни настання подій; 

ранній термін настання події j визначається за формулою: 

Ej = max{Ep + tpj ; Eq + tqj; … ; Ev + tvj};  

прохід завершується, коли буде визначено ранній початок завершальної події En. 

Прохід назад (із завершальної до вихідної події): 

початковий крок: приймаємо Ln = En, тобто ранній та пізній терміни настання 

завершальної події співпадають; 

основний крок: для вузла j визначаємо вузли p, q, …, v, що безпосередньо зв’язані з 

вузлом j роботами (j, p), (j, q), …, (j, v), для яких вже обчислено пізні терміни настання подій; 

пізній термін настання події j визначається за формулою: 

Lj = min{Lp + tpj; Lq + tqj; …; Lv + tvj};  

прохід завершується, коли буде визначено пізній початок початкової події E0. 

У реальних проєктах кожна робота характеризується не тільки часом, але і вартістю 

виконання. У цьому випадку повна вартість проєкту буде дорівнює сумі вартостей всіх назв 

робіт. 
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Кінцевим результатом застосування СРМ є побудова часового графіка виконання 

проєкту. Для цього проводяться спеціальні обчислення, в результаті чого отримують 

наступну інформацію.  

- загальна тривалість виконання проєкту;  

- поділ множини процесів, що становлять проєкт, на критичні та некритичні.  

Процес є критичним, якщо він не має зазору для часу свого початку і завершення. 

Таким чином, щоб весь проєкт завершився без затримок, необхідно, щоб всі критичні процеси 

починалися і закінчувалися в строго визначений час. Для некритичного процесу можливий 

деякий дрейф часу його початку, але в певних межах, коли час його початку не впливає на 

тривалість виконання всього проєкту.  

Мережевий графік проєкту – мережа, накреслена без масштабу часу. Через це 

мережевий графік хоч і дає уявлення про порядок виконання робіт, але недостатньо наглядний 

для визначення робіт, які виконуються в кожний момент часу. Тому, крім мережевого графіка 

проєкту, будують також часовий графік (діаграма Гантта). На осі абсцис відкладається час, 

на осі ординат – роботи. Кожна робота зображується у вигляді паралельного до осі часу 

відрізку, довжина якого рівна тривалості роботи. 

Фіктивна робота нульової тривалості зображується точкою. Критичні роботи 

розташовуються послідовно без часового зазору і перекриття. Некритичні роботи подаються 

максимальними інтервалами часу виконання, які перевищують тривалість виконання цих 

робіт. Як правило, некритичні процеси починають якомога раніше. В даному випадку 

залишається запас часу, який можна використати для вирішення проблем, що неочікувано 

виникли під час виконання роботи. Разом з тим за необхідності можна перенести початок 

виконання якої-небудь роботи. Припустимо, що для двох некритичних робіт, часові інтервали 

яких перекриваються, використовується одне і те ж обладнання, причому в кожний момент 

часу його можна задіяти лише для однієї роботи. В цьому випадку потрібно виключити часове 

накладання таких робіт. 

Метод оцінки та перегляду планів (PERT) є різновидом аналізу за методом 

критичного шляху з більш критичною оцінкою тривалості кожного етапу проєкту. При 

використанні цього методу необхідно оцінити найменш можливу тривалість виконання 

кожної роботи, найбільш ймовірну тривалість і найбільшу тривалість на той випадок, якщо 

тривалість виконання цієї роботи буде більше очікуваної. Метод PERT допускає 

невизначеність тривалості операцій і аналізує вплив цієї невизначеності на тривалість робіт по 

проєкту в цілому.  

Цей метод використовується, коли для операції складно задати і визначити точну 

тривалість.  

Особливість методу PERT полягає в можливості обліку імовірнісного характеру 

тривалостей всіх або деяких робіт при розрахунку параметрів часу на мережевій моделі. Він 

дозволяє визначати ймовірності закінчення проєкту в задані періоди часу і до заданих 

термінів.  

Метод PERT відрізняється від СРМ тим, що тут тривалість процесів характеризується 

трьома оцінками:  

а) оптимістична оцінка часу а, коли передбачається, що виконання процесу буде 

відбуватися максимально швидко;  

б) найбільш ймовірна оцінка часу m, коли передбачається, що виконання процесу буде 

відбуватися нормально; 

в) песимістична оцінка часу b, коли передбачається, що виконання процесу буде 

відбуватися дуже повільно.  

Будь-яка можлива оцінка часу виконання процесу буде лежати в інтервалі (а, b). Тому 

оцінка часу m також повинна лежати в цьому інтервалі. 

Метод графічної оцінки й аналізу (GERT) застосовується в тих випадках організації 

робіт, коли наступні завдання можуть починатися після завершення тільки деякого числа з 

попередніх завдань, причому не всі завдання, представлені на мережевій моделі, повинні бути 

виконані для завершення проєкту.  
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Основу застосування методу GERT становить використання альтернативних мереж, 

званих в термінах даного методу GERT-мережами.  

По суті, GERT-мережі дозволяють більш адекватно описувати складні технологічні 

процеси в тих випадках, коли важко або неможливо (з об'єктивних причин) однозначно 

визначити, які саме роботи і в якій послідовності повинні бути виконані для досягнення 

наміченого результату (тобто існує багатоваріантність реалізації проєкту).  

Слід зазначити, що ручний розрахунок GERT-мереж, що моделюють реальні процеси, 

надзвичайно складний, однак програмне забезпечення для обчислення мережевих моделей 

такого типу в даний час, на жаль, не поширене. 

Приклад. Відповідно до затверджених технологій роботи диспетчера отримані 

детерміновані моделі прийняття рішень (ПР) диспетчером у разі виникнення особливого 

випадку в польоті (ОВП), наведені в табл. 3.1 та на рис. 3.6. Моделювання ПР авіадиспетчером 

та побудова детермінованої моделі у вигляді мережевого графіка здійснюються відповідно до 

технології дій фахівця з обслуговування повітряного руху з використанням принципів ASSIST 

(Acknowledge, Separate, Silence, Inform, Support, Time) за «Типовими картами дій фахівців ОПР 

в аварійних та непередбачуваних ситуаціях». У разі виникнення аварійних ситуацій або 

непередбачуваних обставин фахівцям з ОПР для надання максимальної допомоги екіпажу ПС, 

який зазнає лиха, та отримання необхідної важливої інформації для її подальшої передачі 

аварійно-рятувальним службам, слід якомога точніше дотримуватися відповідної технології. 

Таблиця 3.1 – Узагальнена структурно-часова таблиця технології роботи диспетчера в 

ОВП 

№ з/п Зміст роботи 

Позна- 

чення 

роботи 

Множина  

робіт 

Спирається  

на роботу 

Час виконання 

роботи 

1 

Отримання інформації 

від екіпажу ПК про 

ОВП 

А1 {а11, а12, …, а1n} – {t11, t12, …, t1n} 

2 

Підтвердження 

отримання інформації 

від екіпажу ПК про 

ОВП 

А2 {а21, а22, …, а1n} А1 {t21, t22, …, t2n} 

3 
Передання інформації 

відповідним службам 
А3 {а31, а32, …, а3n} А1 ∩ А2 {t31, t32, …, t3n} 

4 
Отримання рішення 

командира ПК  
А4 {а41, а42, …, а4n} А1 U А2 U А3 {t41, t42, …, t4n} 

5 

Забезпечення умов 

безпечного завершення 

польоту 

А5 {а51, а52, …, а5n} А1 ∩ А2 ∩ А3 ∩ А4 {t51, t52, …, t5n} 

6 

Отримання інформації 

від екіпажу ПК про 

результат посадки 

А6 {а61, а62, …, а6n} А1 ∩ А2 ∩ А3 ∩ А4 ∩ А5 {t61, t62, …, t6n} 

 

Отриманий критичний час виконання робіт диспетчером в ОВП, а саме: у разі відмови 

двигуна на зльоті, разгерметизації ПК, проблемі з гідравлікою, при відмові системи 

електропостачання тощо, а також критичний час дій екіпажу ПК у випадку відмови двигуна 

на зльоті і заході на посадку в складних метеоумовах тощо. 

Як один з варіантів детермінованої математичної моделі розглянемо мережевий графік 

з детермінованим часом виконання операційних процедур (дій) авіаційного диспетчера в ОВП 

– відмова авіаційного двигуна на зльоті (командир ПК прийняв рішення «Продовжити зліт»). 
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Рисунок 3.6 – Мережевий графік виконання дій диспетчером в ОВП: А1–А5 – роботи, які 

виконуються диспетчером згідно з затвердженою технологією; {Мij} – множина сценаріїв 

розвитку польотних ситуацій відповідно до стохастичної моделі 

 

На підставі нормативних документів та за допомогою відповідних перетворень з 

упорядкування, сформульовано комплекс дій (робіт) авіадиспетчера, спрямованих на 

парирування ОВП (табл. 3.2).  

Таблиця 3.2 – Перелік дій авіадиспетчера 
Шифр дії Дія 

а1 Отримання від командира ПС доповіді про відмову авіаційного двигуна та прийняття рішення 

«Продовжити зліт» 

а2 Підтвердження командиру ПС отримання повідомлення про ОВП 

а3 Забезпечення ешелонування ПС відносно інших ПС 

а4 Виділення ПС простору для маневрів 

а5 Уведення режиму радіомовчання 

а6 Інформування керівника польотів та диспетчерів інших секторів органу УПР 

а7 Інформування командира ПС про найближчий придатний аеродром 

а8 Інформування командира ПС про дані найближчого придатного аеродрому (робоча злітно-

посадкова смуга (ЗПС), довжина, поверхня, частоти ILS та навігаційних пристроїв) 

а9 Інформування командира ПС про метеоумови на аеродромі посадки 

а10 Звільнити ЗПС 

а11 Звільнити смугу безпеки 

а12 Запропонувати командиру ПС подовжену ЗПС 

а13 Буксирувальні пристрої – в стані готовності 

а14 У випадку вимушеної посадки – фіксація останнього місцеположення ПС 

 

Оскільки одним із завдань, яке може бути вирішеним за допомогою мережевого 

планування, є визначення тривалості кожної роботи окремо та комплексу робіт взагалі, то 

наступним кроком є визначення часу, необхідного на виконання кожної дії авіадиспетчера, 

наприклад, методом експертних оцінок. Експертами були провідні авіаційні фахівці. 

Результати аналізу часу на виконання дій авіадиспетчера в ОВП – відмова авіаційного двигуна 

на зльоті (командир ПС прийняв рішення «Продовжити зліт») – наведено в табл. 3.3. 

 

 

А1 

А2 

А3 

А4 

А5 

А6 

Т1 Т2 Т3 Т4 Т5 Т6 Т, с 

ОВП {Мij} 

0 



44  

Таблиця 3.3 – Часові характеристики дій авіадиспетчера в ОВП – відмова авіаційного 

двигуна на зльоті 

Шифр дії tmin, с tmax, с ts, с σ, с 
itm  

а1 2 3 2,7 0,47 0,47 

а2 1 2 1,5 0,44 0,44 

а3 3 4 3,6 0,50 0,50 

а4 4 5 4,4 0,50 0,50 

а5 2 3 2,8 0,43 0,43 

а6 4 6 5,1 0,78 0,78 

а7 2 3 2,4 0,49 0,50 

а8 3 4 3,4 0,49 0,49 

а9 2 3 2,6 0,49 0,49 

а10 4 6 5,1 0,80 0,80 

а11 3 3 3 0,00 0,00 

а12 2 3 2,7 0,47 0,47 

а13 3 3 3 0,00 0,00 

а14 1 3 1,8 0,74 0,74 

Усього 36 51 44,1 – – 

 

За отриманими даними побудовано мережевий графік, який відображає максимальний 

час на виконання всіх необхідних дій авіадиспетчером (рис. 3.7). Цей час становить 51 с. Якщо 

взяти середній час, необхідний авіадиспетчеру на виконання усіх необхідних дій в ОВП, то 

отримаємо графік показаний на рис. 3.8. У цьому випадку цей час становить 44,1 с, що на 

13,5% менший ніж в попередньому випадку. Якщо ж розглянути мережевий графік з 

мінімальним часом на виконання операційних процедур авіадиспетчером з парирування ОВП, 

то отримаємо графік, показаний на рис. 3.9. В останньому випадку час становить 36 с, що на 

29,5% менший ніж у першому, і на 18% менший ніж у другому випадку. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.7 – Мережевий графік з tmax 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.8 – Мережевий графік з ts 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.9 – Мережевий графік з tmin 
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Задача про найкоротший маршрут. Алгоритм Дейкстри. Алгоритм Флойда 

Задача про найкоротший шлях (маршрут) полягає у знаходженні найкоротшого 

шляху від заданої початкової вершини до заданої кінцевої вершини. Прикладом може бути 

знаходження найкоротшого шляху між двома пунктами на дорожній мапі; в цьому випадку, 

вершинами є пункти, а ребрами – відрізки дороги із вагами, рівними часу, необхідному для 

подолання цього відрізку. 

Формулювання задач про знаходження відстаней таке: 

  для заданої початкової вершини a знайти найкоротші шляхи від a до всіх інших 

вершин; 

 знайти  найкоротші шляхи між усіма парами вершин.  

Найважливіші алгоритми для розв'язання цієї задачі:  

 алгоритм Дейкстри розв'язує задачі з однією парою, одним входом і одним 

виходом; 

 алгоритм Беллмана-Форда розв'язує задачі з одним входом, якщо ваги ребер 

можуть бути від'ємні; 

 алгоритм пошуку A* розв'язує задачу для однієї пари із використанням 

евристики в спробі пришвидшити пошук; 

 алгоритм Флойда-Воршелла розв'язує задачу для всіх пар; 

 алгоритм Джонсона розв'язує задачу для всіх пар, і може бути швидшим за 

алгоритм Флойда-Воршелла на розріджених графах; 

 теорія збурень знаходить (в найгіршому випадку) локально найкоротший шлях. 

Алгоритм Дейкстри – найефективніший алгоритм на графах, відкритий 

нідерландським вченим Е. Дейкстром у 1959 році. Цей алгоритм знаходить найкоротшу 

відстань від однієї вершини графу до всіх інших. Алгоритм працює лише для графів, у яких 

ребра не мають від’ємної ваги. Алгоритм широко застосовується в програмуванні і 

технологіях, наприклад, його використовують протоколи маршрутизації OSPF та ISIS. 

Нехай G = (V, E) – зважений орієнтований граф, w(vi, vj) – вага дуги (vi, vj). Почавши з 

вершини a, знаходимо відстань від a до кожної із суміжних із нею вершин. Вибираємо 

вершину, відстань від якої до вершини a найменша; нехай це буде вершина v*. Далі знаходимо 

відстані від вершини a до кожної вершини, суміжної з v* вздовж шляху, який проходить через 

вершину v*. Якщо для якоїсь із таких вершин ця відстань менша від поточної, то замінюємо 

нею поточну відстань. Знову вибираємо вершину, найближчу до a та не вибрану раніше; 

повторюємо процес.  

Описаний процес зручно виконувати за допомогою присвоювання вершинам міток. Є 

мітки двох типів: тимчасові та постійні. Вершини з постійними мітками групуються у 

множину M, яку називають множиною позначених вершин. Решта вершин має тимчасові 

мітки, і множину таких вершин позначимо як T, T = V \ M. Позначатимемо мітку (тимчасову 

чи постійну) вершини v як l(v). Значення постійної мітки l(v) дорівнює довжині найкоротшого 

шляху від вершини a до вершини v, тимчасової – довжині найкоротшого шляху, який 

проходить лише через вершини з постійними мітками. Фіксованою початковою вершиною 

вважаємо вершину a; довжину найкоротшого шляху шукаємо до вершини z (або до всіх 

вершин графа). Тепер формально опишемо алгоритм Дейкстри. 

Алгоритм Дейкстри: 

1. Присвоювання початкових значень. Виконати l(a) = 0 та вважати цю мітку 

постійною. Виконати l(v) = ∞ для всіх v ≠ a й уважати ці мітки тимчасовими. Виконати x = a, 

M = {a}. 

2. Оновлення міток. Для кожної вершини v ∈ Г(x) \ M замінити мітки: 

l(v) = min{l(v), l(x) + w(x, v)}, тобто оновлювати тимчасові мітки вершин, у які з вершини 

x іде дуга. 

3. Перетворення мітки в постійну. Серед усіх вершин із тимчасовими мітками знайти 

вершину з мінімальною міткою, тобто знайти вершину v* з умови l(v*) = min{l(v)}, v∈T, де T 

= V \ M. 

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BB%D0%B3%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%82%D0%BC_%D0%94%D0%B5%D0%B9%D0%BA%D1%81%D1%82%D1%80%D0%B8
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BB%D0%B3%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%82%D0%BC_%D0%91%D0%B5%D0%BB%D0%BB%D0%BC%D0%B0%D0%BD%D0%B0-%D0%A4%D0%BE%D1%80%D0%B4%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BB%D0%B3%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%82%D0%BC_%D0%BF%D0%BE%D1%88%D1%83%D0%BA%D1%83_A*
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BB%D0%B3%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%82%D0%BC_%D0%A4%D0%BB%D0%BE%D0%B9%D0%B4%D0%B0-%D0%92%D0%BE%D1%80%D1%88%D0%B5%D0%BB%D0%BB%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BB%D0%B3%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%82%D0%BC_%D0%94%D0%B6%D0%BE%D0%BD%D1%81%D0%BE%D0%BD%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D0%BE%D0%B7%D1%80%D1%96%D0%B4%D0%B6%D0%B5%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D0%B3%D1%80%D0%B0%D1%84
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B5%D0%BE%D1%80%D1%96%D1%8F_%D0%B7%D0%B1%D1%83%D1%80%D0%B5%D0%BD%D1%8C
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4. Уважати мітку вершини v* постійною й виконати M = M ∪ {v*}; x = v* (вершину v* 

включено в множину M). 

5. а) Для пошуку шляху від a до z: якщо x = z, то l(z) – довжина найкоротшого шляху 

від a до z, зупинитись; якщо a ≠ z, то перейти до кроку 2. 

б) Для пошуку шляхів від a до всіх вершин: якщо всі вершини отримали постійні мітки 

(включені в множину M), то ці мітки дорівнюють довжинам найкоротших шляхів, зупинитись; 

якщо деякі вершини мають тимчасові мітки, то перейти до кроку 2. 

Алгоритм Флойда-Воршелла – це алгоритм динамічного програмування для 

знаходження найкоротших відстаней між усіма вершинами зваженого орієнтованого графа. 

Розроблений в 1962  році  Робертом Флойдом і Стівеном Воршеллом. 

Для знаходження найкоротших шляхів між всіма вершинами  графа використовується 

не перебір всіх можливостей, що приведе до використання значного часу та витрат більшого 

об’єму пам’яті, а динамічне програмування, тобто ті задачі, які будуть потрібні для вирішення 

головної задачі, прораховуються завчасно і потім використовуються. 

Цей алгоритм більш загальний у порівнянні з алгоритмом Дейкстри, тому що він 

знаходить найкоротші шляхи між будь-якими двома вузлами мережі. У цьому алгоритмі 

мережа представлена у вигляді квадратної матриці з п рядками та п стовпцями. Елемент (i, j) 

дорівнює відстані dij від вузла i до вузла j, що має кінцеве значення, якщо існує дуга (i, j), і 

дорівнює нескінченності в противному випадку. 

Покажемо спочатку основну ідею методу Флойда. Нехай є три вузли i, j та k і задані 

відстані між ними (рис. 3.10). 

 
Рисунок 3.10 – Визначення трикутного оператора 

 

Якщо виконується нерівність dij + djk < dik, то доцільно замінити шлях 

i→k шляхом i→j→k. Така заміна (далі її будемо умовно називати трикутним оператором) 

виконується систематично в процесі виконання алгоритму Флойда. 

Алгоритм Флойда вимагає виконання наступних дій. 

Крок 0. Визначаємо початкову матрицю відстаней D0 і матрицю послідовності 

вузлів S0. Діагональні елементи обох матриць (рис. 3.11) позначаються знаком "–", що показує, 

що ці елементи в обчисленнях не беруть участь. Вважаємо k = 1. 

Основний крок k. Задаємо рядок k і стовпець k як ведучий рядок і ведучий стовпець. 

Розглядаємо можливість застосування трикутного оператора до всіх 

елементів dij матриці Dk-1. 

Якщо виконується нерівність  dik+dkj< dij (ik, jk та ij), тоді виконуємо наступні дії: 

a) створюємо матрицю Dk шляхом заміни в матриці Dk-1 елемента dij на суму dik+dkj; 

b) створюємо матрицю Sk шляхом заміни в матриці Sk–1 елемента sij на k. Вважаємо k = k 

+ 1 і повторюємо крок k. 
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Рисунок 3.11 – Початкова ситуація 

 

Пояснимо дії, виконувані на k-му кроці алгоритму, представивши матрицю Dk–1 так, як 

вона показана на рис. 3.12. На цьому рисунку рядок k і стовпець k є ведучими. Рядок i – будь-

який рядок з номером від 1 до k–1, а рядок p – довільний рядок з номером від k + 1 до n. 

Аналогічно стовпець j представляє будь-який стовпець із номером від 1 до k–1, а стовпець q – 

довільний стовпець із номером від k + 1 до n. 

 

 
Рисунок 3.12 – Фрагмент матриці Dk–1 

 

Трикутний оператор виконується в такий спосіб. Якщо сума елементів ведучого рядка 

та стовпця (показаних у квадратиках) менше елементів, що перебувають на перетині стовпця 

та рядка (показані в кружках), які відповідають розглянутим ведучим елементам, то відстань 

(елемент у кружку) заміняється на суму відстаней, представлених ведучими елементами. 

Після реалізації п кроків алгоритму визначення за матрицями Dn і Sn найкоротшого 

шляху між вузлами i і j виконується за наступними правилами: 

1. Відстань між вузлами i і j дорівнює елементу dij у матриці Dn. 

2. Проміжні вузли шляху від вузла i до вузла j визначаємо за матрицею Sn. Нехай sij = k, 

тоді маємо шлях i→k→j. Якщо далі sik = k та skj = j, тоді вважаємо, що весь шлях визначений, 

тому що знайдені всі проміжні вузли. У противному випадку повторюємо описану процедуру 

для шляхів від вузла i до вузла k і від вузла k до вузла j. 

 

Задача про максимальний потік. Розріз. Перебір розрізів 

В теорії оптимізації та теорії графів, задача про максимальний потік полягає у 

знаходженні такого потоку за транспортною мережею, щоб сума потоків з джерела, або, що 

означає те ж саме, сума потоків до стоку, була максимальна. 

Алгоритм знаходження максимального потоку 
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Ідея даного алгоритму полягає в пошуку наскрізних шляхів з позитивними потоками 

від джерела до стоку.  

Розглянемо ребро (i, j) з (початковою) пропускною здатністю (Cij, Cji). У процесі 

виконання алгоритму частини цих пропускних здатностей "забираються" потоками, що 

проходять через дане ребро, в результаті кожне ребро буде мати залишкову пропускну 

здатність. 

Будемо використовувати запис (Cij, Cji) для представлення залишкових пропускних 

здатностей. Мережа, в якій всі ребра мають залишкову пропускну здатність, називається 

залишковою.  

Для довільного вузла j, який одержує потік від вузла i, визначимо мітку [а, i], де aj – 

величина потоку, що протікає від вузла j до вузла i.  

Щоб знайти максимальний потік, виконаємо наступні дії. 

Етап 1. Для всіх ребер (i, j) приймемо залишкову пропускну здатність рівну первісній 

пропускній здатності. Призначимо a1 =∞ і помітимо вузол 1 міткою [∞, -]. Вважаємо i = 1 і 

переходимо до другого етапу.  

Етап 2. Визначаємо множину S як множину вузлів j, в які можна перейти з вузла i по 

ребру з позитивною залишкової пропускною здатністю. Якщо S ≠ ∅ виконуємо третій етап, в 

іншому випадку переходимо до етапу 4.  

Етап 3. У множині S знаходимо вузол K, такий, що Сik = max{cij}. Приймемо ak = cik і 

помітимо вузол K міткою [ak, i]. Якщо останній міткою позначений вузол стоку (тобто якщо k 

= n), наскрізний шлях знайдений, і ми переходимо до п'ятого етапу. В іншому випадку 

вважаємо i = k і повертаємося до етапу 2.  

Етап 4. Відкат назад. Якщо i = 1, наскрізний шлях неможливий, і ми переходимо до 

етапу 6. Якщо i ≠ 1, знаходимо позначений вузол r, безпосередньо передуючий вузлу i, та 

видаляємо вузол i з безлічі вузлів, суміжних з вузлом r. Вважаємо i = r і повертаємося до 

другого етапу.  

Етап 5. Визначення залишкової мережі. Позначимо через Np = {1, k1, k2, ..., n} множину 

вузлів, через які проходить р-й знайдений наскрізний шлях від вузла джерела (вузол 1) до 

вузла стоку (вузол n). Тоді максимальний потік, що проходить цим шляхом, обчислюється як 

fp=min{a1, ak1, …, an}. 

Залишкові пропускні здатності ребер, що складають наскрізний шлях, зменшуються на 

величину fp в напрямку руху потоку і збільшуються на цю ж величину в протилежному 

напрямку.   

Таким чином, для ребра (i, j), що входить в наскрізний шлях, поточні залишкові 

пропускні здатності (Cij, Cji) зміняться таким чином: 

(Сij - fp, Сji + fp), якщо потік йде від вузла i до вузла j; 

(Cij + fp, Cij − fp), якщо потік йде від вузла j до вузла i. 

Далі відновлюємо всі вузли, вилучені на етапі 4. Вважаємо i = 1 і повертаємося до 

другого етапу для пошуку нового наскрізного шляху. 

Етап 6. Рішення. 

а) При m знайдених наскрізних шляхах максимальний потік обчислюється за формулою 

F=f1+f2, …, +fm. 

b) Маючи значення початкових і кінцевих пропускних здатностей ребра (i, j), можна 

обчислити оптимальний потік через це ребро таким чином. Приймемо (а, β) = (Cij−cij, Cji−cji). 

Якщо а>0, потік, що проходить через ребро (i, j), дорівнює а. Якщо ж β>0, тоді потік дорівнює 

β. Випадок, коли одночасно а>0 і β>0, неможливий.  

Розріз визначає безліч ребер, при видаленні яких з мережі повністю припиняється потік 

від джерела до стоку. Пропускна здатність розрізу дорівнює сумі пропускних здатностей 

"розрізаних" ребер. Серед всіх розрізів мережі розріз з мінімальною пропускною здатністю 

визначає максимальний потік в мережі. 

Якщо на мережі заданий деякий потік, то ребро називають насиченим, якщо величина 

потоку по цьому ребру збігається з його пропускною здатністю, і ненасиченим, якщо потік 

менше його пропускної здатності. 
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3.5 Висновки по лекції 

Теорія графів – розділ математики, що вивчає властивості графів. Наочно граф можна 

представити як геометричну конфігурацію, яка складається з точок (вершини) сполучених 

лініями (ребрами). Елементами теорії графів є вершини (вузли), ребра, дуги, ланцюги, петлі.  

Мережеве планування – це одна з форм графічного відображення змісту робіт і 

тривалості виконання стратегічних планів і довгострокових комплексів проєктних, планових, 

організаційних та інших видів діяльності підприємства. Мережеве планування реалізовані у 

вигляді трьох систем мережевого аналізу – CPM (Critical Path Method – метод критичного 

шляху), PERT (Program Evaluation and Review Technique – програмна оцінка і аналіз) і GERT 

(Graphic Evaluation and Review Technique – графічна оцінка і аналіз).  

Критичний шлях – найдовший шлях від вхідної до завершальної події. Він 

характеризує мінімальну тривалість виконання всього комплексу робіт. Роботи та події, що 

лежать на критичному шляху, називаються критичними. Їх несвоєчасне виконання веде до 

зриву термінів всього комплексу робіт. 

Задача про найкоротший шлях полягає у знаходженні найкоротшого шляху від 

заданої початкової вершини до заданої кінцевої вершини. Алгоритм Дейкстри знаходить 

найкоротшу відстань від однієї вершини графу до всіх інших. Алгоритм Флойда-Воршелла 

знаходить найкоротших відстаней між усіма  вершинами зваженого орієнтованого графа.  

Задача про максимальний потік полягає у знаходженні такого потоку за 

транспортною мережею, щоб сума потоків з джерела, або, що означає те ж саме, сума потоків 

до стоку була максимальна. Розріз визначає безліч ребер, при видаленні яких з мережі 

повністю припиняється потік від джерела до стоку. Пропускна здатність розрізу дорівнює 

сумі пропускних здатностей "розрізаних" ребер. Серед всіх розрізів мережі розріз з 

мінімальною пропускною спроможністю визначає максимальний потік в мережі. 

 

Тема 4 Застосування методів динамічного програмування для оптимізації авіаційних 

транспортних технологій (2 год.) 

4.1 Мета та завдання лекції 

Метою лекції є ознайомлення з роллю динамічного програмування в оптимізації АТТ. 

Завдання лекції: 

- розкрити поняття динамічного програмування; 

- охарактеризувати рекурентну природу розрахунків в динамічному 

програмуванні;  

- представити розподіл задач динамічного програмування на етапи;  

- ознайомити з застосуванням динамічного програмування при вирішенні задач 

оптимізації АТТ;  

- навести приклади розв’язання задачі розрахунку траєкторії літака, задачі про 

рюкзак (завантаження транспортного засобу). 

 

4.2 План лекції 

4.1 Поняття динамічного програмування.  

4.2 Рекурентна природа розрахунків в динамічному програмуванні.  

4.3 Розподіл задач динамічного програмування на етапи.  

4.4 Застосування динамічного програмування при вирішенні задач оптимізації АТТ.  

4.5 Задачі динамічного програмування про оптимальну траєкторію польоту літака та 

завантаження повітряного судна (рюкзаку). 

 

4.3 Основні категорії, ключові поняття та визначення теми 

Алгоритм – набір інструкцій, які описують порядок дій виконавця, щоб досягти 

результату розв’язання задачі за скінченну кількість дій. 

Варіаційна задача – пошук функцій, що оптимізують певні критерії. 
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Динамічне програмування – розділ математики, який присвячено теорії і методам 

розв’язання багатокрокових задач оптимального управління. 

Змінна – математична величина, значення якої може змінюватись у межах певної 

задачі.  

Ітерація (від лат. iteratio – повторювання) – багатозначний термін, який залежно від 

контенту може означати: 1) повторне застосування математичної операції (із зміненими 

даними) при розв’язанні обчислювальних задач, яке можливість поступово наблизитися до 

правильного результату; 2) результат багаторазового повторення якоїсь математичної 

операції. 

Математична операція – відображення, що ставить у відповідність одному або 

декільком елементам множини (аргументам) інший елемент (значення). 

Математична постановка задачі – точне формулювання умов і цілей рішення задачі. 

Параметр – величина, що входить у математичну формулу і зберігає своє постійне 

значення лише за цих умов. 

Принцип (лат. principium – начало, основа): 1. Основне вихідне положення якої-небудь 

наукової системи, теорії, ідеології; засада. 2. Особливість, покладена в основу створення або 

здійснення чогось.  

Рекурентний – той, що дає можливість відшукувати значення якоїсь величини за 

знайденими раніше іншими значеннями тієї самої величини. 

 

4.4 Текст лекції  
 

Поняття динамічного програмування  

Розвиток виробничих сил й ускладнення зв'язків у суспільстві призвели до необхідності 

наукового підходу до проблеми планування й управління. Виявилося, що багато завдань 

планування й управління можна трактувати як процес поетапного вибору (прийняття рішень). 

Динамічне програмування (ДП) визначає оптимальне рішення n-мірної задачі шляхом 

її декомпозиції на n етапів, кожний з яких представляє собою підзадачу відносно однієї 

змінної. Обчислювальна перевага такого підходу полягає в тому, що ми займаємось рішенням 

одномірних оптимізаційних задач замість однієї великої n-мірної задачі. Фундаментальним 

принципом ДП, що складає основу декомпозиції задачі на етапи, є оптимальність. Так як 

природа кожного етапу рішення залежить від конкретної оптимізаційної задачі, ДП не 

пропонує обчислювальних алгоритмів безпосередньо для кожного етапу. Обчислювальні 

аспекти рішення оптимізаційних задач на кожному етапі проєктуються і реалізуються окремо 

(що не виключає застосування єдиного алгоритму для всіх етапів). 

 

Рекурентна природа розрахунків в динамічному програмуванні 

Рекурентна природа розрахунків в динамічному програмуванні полягає в тому, що 

оптимальне рішення однієї підзадачі використовується в якості вхідних даних для наступної. 

Розв’язавши останню підзадачу, ми знаходимо оптимальне рішення вихідної задачі. 

Побудова моделі динамічного програмування зводиться до таких основних 

моментів: 

1) обирають спосіб ділення процесу на кроки; 

2) вводять параметри стану qk = (qk
(1), qk

(2), …, qk
(s)) та змінні управління vk = (vk

(1), vk
(2), 

…, vk
(s)) на кожному кроці процесу; 

3) записують рівняння стану qk = F(qk-1, vk); 

4) вводять показники ефективності на к-му кроці f(qk-1, vk) і сумарний показник – 

цільову функцію Z = Σf(qk-1, vk), k = 1, …, n; 

5) вводять для розгляду умовні максимуми Zk*(qk-1) показника ефективності від к-го 

кроку (включно) до кінця процесу та умовні оптимальні управління на к-му кроці vk*(qk-1); 

6) згідно з обмеженнями задачі, визначають для кожного кроку множину допустимих 

управлінь на цьому кроці; 

7) записують основні для розрахунків функціональні рівняння Беллмана (4.1)-(4.2): 
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Zk*(qk-1) = max{ f(qk-1, vk) + Zk+1*(qk)};   (4.1) 

Zn*(qn-1) = max{ fn(qn-1, vn)}, qn ϵ Dn.    (4.2) 

Незважаючи на одноманітність у загальній побудові моделі динамічного 

програмування, шо наведена вище, схема розрахунків видозмінюється залежно від розмірності 

задачі, характеру моделі (дискретна чи неперервна), виду функцій та інших характеристик 

моделі. 

Алгоритми прямої (від початкового етапу до останнього) та зворотної (від останнього 

етапу до початкового) прогонки приводять до одного і того ж рішення. В спеціальній 

літературі з ДП незмінно використовується алгоритм зворотної прогонки, так як він більш 

ефективний з обчислювальної точки зору, хоча алгоритм прямої прогонки і виглядає більш 

логічним. 

 

Розподіл задач динамічного програмування на етапи 

Специфіка методу ДП полягає в тому, що для відшукання оптимального керування 

досліджуваний процес розподіляється на етапи, причому керування оптимізується щоразу 

тільки на одному етапі. 

Динамічне програмування (планування) – це планування далекоглядне, з урахуванням 

майбутнього, а не короткозоре, коли керуються принципом «аби тільки добре зараз, а там – 

що буде». 

Загальне правило знаходження оптимального керування в багатокроковому процесі 

полягає в тому, що керування на кожному кроці треба вибирати з урахуванням майбутнього. 

Із цього правила є виключення – це останній крок, де можна діяти без оглядки на майбутнє: 

його на останньому кроці немає. 

Динамічне програмування ґрунтується на принципі знаходження на кожному кроці 

умовно оптимального керування для кожного можливого результату попереднього кроку. 

Керуючись цим принципом, ми розвертаємо процес знаходження оптимального 

керування з кінця, знаходячи спочатку умовно оптимальне керування для кожного можливого 

результату передостаннього кроку, а потім на основі його умовно оптимальне керування на 

передостанньому кроці й т.д., поки не дійдемо до першого кроку. На першому кроці нам треба 

робити гіпотези про стан системи – ми знаємо, із чого починається процес, і можемо з 

урахуванням знайдених умовно оптимальних керувань на наступних кроках знайти безумовно 

оптимальне керування на першому кроці, тобто таке керування, що з урахуванням всіх умовно 

оптимальних керувань на наступних кроках дає оптимальне керування для всього процесу. 

Отже, методологія динамічного програмування складається в розподілі завдання на 

етапи та поетапній побудові оптимального керування на кожному кроці.  

Оптимізація багатокрокового процесу здійснюється на основі принципу 

оптимальності Беллмана: якім б не був початковий стан системи, наступні рішення повинні 

бути оптимальними тільки щодо стану, отриманого в результаті попереднього рішення. Зміст 

цього принципу полягає в тому, що при плануванні кожного кроку багатоетапного процесу 

необхідно враховувати не тільки вигоду, одержувану на даному кроці, але також загальну 

вигоду, одержувану по закінченні всього процесу. 

Динамічне програмування – це метод оптимізації, який полягає в тому, що 

переміщення функції мети до оптимуму відбувається крок за кроком, причому кожний крок 

визначається лише поточним станом і не залежить від попередніх подій. 

До особливостей задач ДП можна віднести: 

1. Багатоетапність: t=1, 2, ..., Т.  

2. Побудова розв'язку задачі цілеспрямованим перебором у прямому та зворотному 

напрямках («лавиноподібна» стратегія). 

3. Оптимум цільової функції на етапі t дійсний як відносно цього етапу, так і відносно 

наступних етапів t+1, t+2, ..., Т. 

4. Кожний етап – це окрема задача, яка може бути розв'язана різними методами, а 

забезпечення цільової функції етапу – це вектор: Z = (z1, z2, …, zn). 

Переваги методу ДП: 
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1) ДП представляє собою, насамперед, засіб рішення задач, які можуть бути вирішені й 

іншими методами. 

Цінність же методу полягає в іншому підході: багатокроковий процес прийняття 

рішень заміняється послідовністю однокрокових процесів прийняття рішення. 

2) ДП дає математичний апарат для рішення задач, які раніше не вміли вирішувати. 

Зокрема, варіаційні задачі з обмеженнями типу нерівностей, рішення яких пов'язане зі 

значними труднощами, легко вирішуються методом ДП. 

3) ДП має велику загальність і може застосовуватись для широкого кола задач. 

Недоліки методу ДП: 

1) У ДП відсутній загальний алгоритм, придатний для всіх задач. Кожна задача має свої 

власні труднощі й у кожному випадку треба знайти найбільш підходящу методику оптимізації. 

2) Принциповим недоліком методу ДП є великий необхідний об’єм пам'яті ЕОМ при 

рішенні дискретних задач. 

 

Застосування динамічного програмування при вирішенні задач оптимізації АТТ  

До типових задач динамічного програмування відносяться задачі: розрахунку 

траєкторії літака, про рюкзак, про інвестиції, про розклад літаків, завантаження літака, 

прогнозування термінів ремонту будівельних конструкцій тощо. 

Задача розрахунку траєкторії літака 

Літак у деякій точці летить на висоті H0 та зі швидкістю V0. Йому необхідно піднятися 

на висоту Hk та набути швидкість Vk з мінімальною витратою палива w. Дискретні витрати 

палива (у кг) при збільшенні висоти або швидкості наведені на рисунку лініями, а витрати w 

від поточної точки до кінцевої – кружечками. Перед розрахунком усі кружечки білі та пусті, а 

лінії – однакової структури (рис. 4.1). 

 

 

 

 

 

 

     

 

 

 

 

     

 

 

 

 

     

 

 

     

 

Рисунок 4.1 – Дискретні витрати палива при збільшенні висоти або швидкості, кг 

 

Математична модель задачі про завантаження літака (4.3)-(4.4): 

– цільова функція (4.3): 

𝐿 = ∑ ∑ 𝑤𝑖𝑗
𝑘
𝑗=0

𝑘
𝑖=0 → 𝑚𝑖𝑛;    (4.3) 

– обмеження (4.4): 

     wij ≥ 0, 𝑖 = 0, 𝑘, 𝑗 = 0, 𝑘.    (4.4) 

де wij – витрати палива від i-ї до j-ї точки. 

Вважатимемо, що літак знаходиться в точці (Hk, Vk), де витрати пального w=0. Далі 

виконуються наступні дії: 
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– у точку (Hk, Vk) літак може потрапити з точки (Hk, V4), де w = 3(0+3) або з точки (H2, 

Vk), де також w = 3(0+3). Шляхи можливого руху позначаються жирною лінією, а витрати 

палива w на них – цифрами; 

– у точки (Hk, V4) та (H2, Vk) можна потрапити лише з точки (H2, V4). Задача полягає в 

обранні найекономнішого переміщення на даному етапі. Отже, для точки (H2, V4)  

w = 7(min{3+4, 3+9}); 

– для точки (H1, Vk) w = 9(3+6), а для (H1, V4) w = 12(min{7+5, 9+8}).  

Таким чином, необхідно охопити всі точки можливого переміщення літака, визначаючи 

для кожної з них w – оптимальну витрату палива для переміщення з даної точки до (Hk, Vk), 

при цьому не забуваючи позначати оптимальний на даному етапі шлях, аж доки розв'язок не 

дійде до точки (H0, V0). 

Оптимальний шлях від точки (H0, V0) до точки (Hk, Vk) визначається шляхом 

переміщення між цими точками незабороненими шляхами (рис. 4.2). 

 

 

 

 

 

 

     

 

 

 

 

     

 

 

 

 

     

 

 

     

 

 

Рисунок 4.2 – Розв’язання задачі розрахунку оптимальної траєкторії польоту літака 

 

Відповідь: (H0, V0) (H1, V0) (H1, V3) (H2, V3) (H2, V4) (Hk, V4) (Hk, Vk) – оптимальний шлях 

з витратою палива 23 од. 

 

Задача про рюкзак (завантаження транспортного засобу) 

Необхідно завантажити транспортний засіб (літак) вантажоємністю, наприклад, G = 20 

т наявними речами з вагою gі та вартістю νі таким чином, щоб сумарна вартість вантажу була 

максимальною. Дані про вагу gі та вартість νі речей наведені в табл. 4.1.  

Таблиця 4.1 – Вихідні дані задачі про завантаження літака 
Річ Вага, т Вартість, тис. грн. Максимальна кількість, 

шт. 

1 3 30 6  

2 5 60 4  

3 9 80 2  

Математична модель задачі (4.5)-(4.6): 

– цільова функція (4.5): 

𝐿 = ∑ 𝜈𝑗
𝑛
𝑗=1 𝑥𝑗 → 𝑚𝑎𝑥;    (4.5) 

– обмеження (4.6): 

∑ 𝑔𝑗
𝑛
𝑗=1 𝑥𝑗 ≤ 𝐺;    (4.6) 

xj ≥ 0, 𝑗 = 1, 𝑛; vj, gj, xj, G – цілі числа,  

де xj – кількість завантажених речей j. 
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30x1 + 60x2 + 80x3 → max; 

3x1 + 5x2 + 9x3 ≤ 20. 

Перша ітерація включає перебір всіх можливих варіантів х1 та х2 з метою визначення 

займаної ваги та вартості (табл. 4.2). Потім необхідно скласти підсумкову таблицю ітерації, 

впорядкувавши записи за зростанням ваги з вибором найкращих вартісних показників з 

першої таблиці (табл. 4.3). Ці показники знадобляться при доданні потрібної ваги з x1 та x2 в 

наступній ітерації. 

Таблиця 4.2 – Перша ітерація (використання x1, x2) 
Вага, т Вартість, тис. грн. x1 x2 

0 0 0 0 

3 30 1 0 

6 60 2 0 

9 90 3 0 

12 120 4 0 

15 150 5 0 

18 180 6 0 

5 60 0 1 

8 90 1 1 

11 120 2 1 

14 150 3 1 

17 180 4 1 

20 210 5 1 

10 120 0 2 

13 150 1 2 

16 180 2 2 

19 210 3 2 

15 180 0 3 

18 210 1 3 

 

Друга ітерація полягає в поступовому збільшенні х3 від 0 до 2 та заповненні вагового 

резерву значеннями з підсумкової таблиці першої ітерації (адже вони є оптимальними для x1 

та x2) (табл. 4.4). Складання підсумкової таблиці аналогічне (табл. 4.5). 

Таблиця 4.3 – Підсумкова таблиця першої ітерації (використання x1, x2) 
Вага, т Вартість, тис. грн. x1 x2 

0-2 0 0 0 

3-4 30 1 0 

5-7 60 0 1 

8-9 90 1 1 

10-12 120 0 2 

13-14 150 1 2 

15-17 180 0 3 

18-20 210 1 3 

Таблиця 4.4 – Друга ітерація (використання x1, x2, x3) 
Вага, т Вартість, тис. грн. x1 x2 x3 

0 0 0 0 0 

3 30 1 0 0 

5 60 0 1 0 

8 90 1 1 0 

10 120 0 2 0 

13 150 1 2 0 

15 180 0 3 0 

18 210 1 3 0 

9 80 0 0 1 

12 110 1 0 1 

14 140 0 1 1 

17 170 1 1 1 

19 200 0 2 1 

18 160 0 0 2 
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Таблиця 4.5 – Підсумкова таблиця другої ітерації (використання x1, x2, x3) 
Вага, т Вартість, тис. грн. x1 x2 x3 

0-2 0 0 0 0 

3-4 30 1 0 0 

5-7 60 0 1 0 

8-9 90 1 1 0 

10-12 120 0 2 0 

13-14 150 1 2 0 

15-17 180 0 3 0 

18-20 210 1 3 0 

 

Відповідь: x1=1, x2=3, x3=0 з вартістю 210 тис. грн. 

 

4.5 Висновки по лекції. 

ДП визначає оптимальне рішення n-мірної задачі шляхом її декомпозиції на n етапів, 

кожний з яких представляє собою підзадачу відносно однієї змінної. Рекурентна природа 

розрахунків в динамічному програмуванні полягає в тому, що оптимальне рішення однієї 

підзадачі використовується в якості вхідних даних для наступної. Розв’язавши останню 

підзадачу, ми знаходимо оптимальне рішення вихідної задачі. Алгоритми прямої (від 

початкового етапу до останнього) та зворотної (від останнього етапу до початкового) прогонки 

приводять до одного і того ж рішення. 

До типових задач динамічного програмування відносяться задачі: розрахунку 

траєкторії літака, завантаження повітряного судна, про інвестиції, про розклад літаків, 

прогнозування термінів ремонту будівельних конструкцій тощо. 

 

 

Змістовий модуль 2 Ймовірнісні методи оптимізації авіаційних транспортних 

технологій 

 

Тема 5 Застосування методу кореляційно-регресивного аналізу для оптимізації 

авіаційних транспортних технологій (2 год.) 

5.1 Мета та завдання лекції 

Метою лекції є ознайомлення з роллю кореляційно-регресійного аналізу в оптимізації 

АТТ. 

Завдання лекції: 

- розкрити сутність кореляційно-регресійного аналізу;  

- розглянути підхід до визначення виду залежності між часом та інтенсивністю 

виробничих процесів; 

- ознайомити з методикою розрахунку коефіцієнтів регресії та визначення 

рівняння регресії;  

- надати алгоритм обчислення коефіцієнту кореляції; 

- розглянути методику прогнозування інтенсивності виробничих процесів та 

побудови лінії регресії.  

 

5.2 План лекції 

5.1 Сутність кореляційно-регресійного аналізу.  

5.2 Визначення виду залежності між часом та інтенсивністю виробничих процесів на 

авіаційному транспорті (виду лінії регресії).  

5.3 Методика розрахунку коефіцієнтів регресії та визначення рівняння регресії.  

5.4 Обчислення коефіцієнту кореляції.  

5.5 Методика прогнозування інтенсивності виробничих процесів на авіаційному 

транспорті, побудова лінії регресії. 

 

5.3 Основні категорії, ключові поняття та визначення теми 
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Багатофакторний регресійний аналіз (на основі множинної регресії) – вид 

регресійного аналізу, що включає у себе розгляд двох і більше незалежних змінних величин. 

Коваріація – міра спільної мінливості двох випадкових змінних. 

Коефіцієнт кореляції – показник, який використовують для вимірювання щільності 

зв'язку між результативними і факторними ознаками у кореляційно-регресійній моделі за 

лінійної залежності. 

Коефіцієнт регресії – це кутовий коефіцієнт у прямолінійному рівнянні кореляційного 

зв'язку; у лінійній функції рівняння регресії він показує на скільки одиниць в середньому 

зміниться результативна ознака (у) при зміні факторної ознаки (х) на одиницю свого 

натурального виміру. 

Кореляційно-регресійний аналіз – це побудова та аналіз економіко-математичної 

моделі у вигляді рівняння регресії (рівняння кореляційного зв’язку), що виражає залежність 

результативної ознаки від однієї або кількох ознак-факторів і дає оцінку міри щільності зв’язку. 

Метод найменших квадратів (МНК) – один із методів регресійного аналізу, який 

використовується для статистичного оцінювання параметрів регресійної моделі за 

емпіричними даними. Згідно з цим методом параметри моделі повинні відповідати такому 

рівнянню регресії, що забезпечує найменше значення суми квадратів відхилень емпіричних 

даних від тих, що обчислені за рівнянням регресії. 

Парний (простий) регресійний аналіз – вид регресійного аналізу, що включає у себе 

розгляд однієї незалежної змінної величини. 

Регресія (англ. regression, нім. Regression, рос. регрессия) – форма зв'язку між 

випадковими величинами, закон зміни математичного очікування однієї випадкової величини 

залежно від значень іншої.  

Регресійний аналіз (англ. regression analysis) – це метод визначення відокремленого і 

спільного впливу факторів на результативну ознаку та кількісної оцінки цього впливу шляхом 

використання відповідних критеріїв. 

Рівняння регресії (рівняння кореляційного зв’язку) – рівняння, що відображає зміну 

середньої величини однієї ознаки (у) в залежності від іншої (х). 

 

1.4 Текст лекції 

 

Сутність кореляційно-регресійного аналізу 

Кореляційно-регресійний аналіз – це побудова та аналіз економіко-математичної 

моделі у вигляді рівняння регресії (рівняння кореляційного зв’язку), що виражає залежність 

результативної ознаки від однієї або кількох ознак-факторів і дає оцінку міри щільності зв’язку. 

Основні ідеї теорії кореляції вперше висунув англійський учений Ф. Гальтон наприкінці 

70-х рр. XIX ст. Досліджуючи закономірності спадковості, він виявив, що кількісні ознаки 

батьків у дітей пом’якшувалися, «повертали» до середніх величин за сукупністю. Такий зв’язок 

учений назвав «регресією». Цей термін закріпився за рівнянням, яке дає змогу за величиною 

однієї кореляційно пов’язаної ознаки розраховувати середні величини іншої. 

Розвинув теорію кореляції учень Ф. Гальтона К. Пірсон, який використовував 

коефіцієнт кореляції як вимірник щільності зв’язку. Він розробив методи аналізу взаємозв’язку 

двох змінних, теорію часткових і чистих коефіцієнтів кореляції, теорію багатофакторної 

кореляції. Свій внесок у розвиток математичної статистики зробили Р. Фішер та учень Пірсона 

В. Госсен (псевдонім Стьюдент). Логічні й математичні питання теорії кореляції вивчав 

український математик-економіст Є. Слуцький. 

Правильне застосування кореляційних методів дає змогу зрозуміти глибинну сутність 

процесів взаємозв’язків. Кореляційні зв’язки виявляються не в кожному окремому випадку, а в 

середньому для багатьох випадків. У цих зв’язках між причиною і наслідком немає повної 

відповідності, а спостерігається лише певне співвідношення. Особливості кореляційних 

зв’язків породжують у теорії кореляції два завдання (рис. 5.1). 

 

 

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BD%D0%B3%D0%BB%D1%96%D0%B9%D1%81%D1%8C%D0%BA%D0%B0_%D0%BC%D0%BE%D0%B2%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9D%D1%96%D0%BC%D0%B5%D1%86%D1%8C%D0%BA%D0%B0_%D0%BC%D0%BE%D0%B2%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D0%BE%D1%81%D1%96%D0%B9%D1%81%D1%8C%D0%BA%D0%B0_%D0%BC%D0%BE%D0%B2%D0%B0
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Рисунок 5.1 – Завдання кореляційної теорії 

 

Перше полягає в тому, щоб знайти форму функціонального зв’язку, яка найбільшою 

мірою відповідає суті кореляційної залежності. Друге – виміряти за допомогою спеціальних 

показників, якою мірою кореляційний зв’язок наближається до зв’язку функціонального. 

Кореляційно-регресійний аналіз складається з 4 етапів (рис. 5.2). 

 

 

 

 

 

Рисунок 5.2 – Етапи кореляційно-регресійного аналізу 

 

Такий поділ досить умовний, оскільки окремі етапи тісно пов’язані між собою, а 

результат, отриманий на одному етапі, дає змогу скоригувати висновки попередніх етапів 

кореляційно-регресійного аналізу. Під попереднім аналізом розуміють весь процес 

дослідження явища, що розглядається, до збору вихідної інформації. На цьому етапі 

формуються основні напрями всього кореляційно-регресійного аналізу, формулюється 

завдання дослідження, обирається методика вимірювання результативного показника, тобто 

вимірник, який найкраще характеризує цей показник, визначається кількість факторів, що 

найсуттєвіше впливають на результативну ознаку. Факторні ознаки повинні відповідати таким 

вимогам: 

 бути кількісними, найкраще – неперервними, 

 розраховуватися з відношення до однієї бази, 

 не дублювати одна одну, тобто не відображати ту саму сторону досліджуваного 

явища. 

До інформаційної бази кореляційно-регресійного аналізу ставляться відповідні вимоги: 

 сукупність має бути досить великою за обсягом (за кількістю одиниць або 

спостережень), щоб визначені у процесі кореляційно-регресійного аналізу статистичні 

характеристики були достатньо типовими й надійними; 

 вихідні дані мають бути якісно та кількісно однорідними; 

 якісна однорідність передбачає наближеність умов формування результативних і 

факторних ознак, кількісна – відсутність одиниць спостереження, які за своїми числовими 

характеристиками суттєво відрізняються від основної маси даних. 

Необхідно підкреслити дві особливості, властиві кореляційному аналізу: 

1) при використанні кореляційного методу вирішальне значення має всебічний, 

економічно усвідомлений попередній аналіз даних господарської діяльності. Слід пам'ятати, 

що зв'язок між ознаками і властивостями не є результатом математичних розрахунків, а лежить 

в природі самих економічних явищ і за допомогою методів математичної статистики можна 

лише виразити об'єктивно існуючі закономірності економічних процесів; 

2) кореляцію можна виявити, лише досліджуючи достатньо велику сукупність 

спостережень, оскільки кореляційні зв'язки виявляються в формі спряженого варіювання двох 

або кількох зіставлених ознак. 

Прикладом використання кореляційної залежності для прогнозування та прийняття 

управлінських рішень можуть служити криві попиту та пропозиції, на основі яких будуються 

моделі, які описують наслідки зміни цін. 

Визначити теоретичну форму зв’язку 

(регресійний аналіз) 

Виміряти щільність зв’язку 

(кореляційний аналіз) 

Завдання теорії кореляції 

Попередній 

(апріорний) 

аналіз 

Збирання 

інформації та її 

первинна 

обробка 

Побудова 

моделі 

(рівняння 

регресії) 

Оцінка та аналіз 

моделі 
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Наприкінці XIX в. німецький статистик Е. Енгель сформулював закони і побудував 

криві, згідно з якими з ростом доходу частка витрат на харчування скорочується, на одяг і 

житло залишається незмінною, а на освіту та лікування – збільшується. Ці криві послужили 

вихідним пунктом побудови різних моделей, що описують поведінку покупців при зміні їхніх 

доходів і відповідно використовуваних при прогнозуванні попиту на товари і послуги. 

Німецький дослідник Г. Госсен сформулював твердження про залежність споживчої 

оцінки корисності від кількості благ і дав їм математичну інтерпретацію. 

 

Визначення виду залежності між часом та інтенсивністю виробничих процесів на 

авіаційному транспорті (виду лінії регресії) 

Авіаційна діяльність – це складний багатогранний процес, на який впливає велика 

кількість різноманітних чинників. За допомогою теоретичного аналізу рівня інтенсивності 

виробничого процесу визначено, що його дослідження можна здійснити з допомогою 

кореляційно-регресійного аналізу.  

Щоб оцінити рівень інтенсивності виробничих процесів, недостатньо окремих 

статистичних даних. Показники статистичної звітності відображають лише окремі кількісні 

дані. Статистичні показники як одиничні дані мають обмежену цінність, тому що для 

управління процесом підвищення інтенсивності виробничих процесів має значення оцінка 

загальних тенденцій. Для того щоб охарактеризувати процес з врахуванням взаємозв'язку, 

взаємозалежності та взаємозумовленості його показників, необхідно скористатися принципом 

інтеграції. Такий принцип вимагає розробки та використання інтегрального показника, який 

формується шляхом згортання багатьох одиничних показників.  

Інтегральний показник інтенсивності процесу виробництва перебуває під впливом 

багатьох факторних ознак. До того ж слід враховувати, що кожна окрема факторна ознака не 

справляє вирішального впливу на кінцеву висхідну ознаку, але їх сукупний вплив є відчутним. 

Для встановлення зв'язку між цими факторними ознаками і вихідною ознакою використовують 

множинний кореляційно-регресійний аналіз. Послідовність здійснення процедури 

кореляційно-регресійного аналізу зв'язку між показниками зображена на рис. 5.3. 

 

 
Рисунок 5.3 – Етапи побудови і реалізації моделі кореляційно-регресійного аналізу 
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Вибираючи показники для оцінювання чинників, які впливають на інтенсивність 

процесу виробництва, враховується їх функціональне призначення та важливість кожного 

чинника, а також питома вагу у загальній оцінці.  

Для визначення індивідуального внеску кожної ознаки у загальну оцінку явища необхідно 

встановити вид та форму функції зв'язку. Для цього можна скористатися множинною 

кореляцією – побудувати багатофакторну регресійну модель, яка дасть можливість виявити 

спільний вплив різноманітних факторів, які формують інтенсивність виробничого процесу, 

адже кожен такий чинник може не справляти вагомого впливу на результуючу ознаку, а також 

визначити найвагоміші чинники і відсіяти неістотні. 

Для отримання достовірних результатів, слід створити інформаційні умови для виявлення 

основних проблем і чинників, які стимулюють чи стримують інтенсивність виробничого 

процесу. Тобто, методика оцінювання повинна не тільки відображати існуючий стан, але й 

надавати інформацію для своєчасного прийняття рішень щодо покращення управління цим 

процесом.  

 

Методика розрахунку коефіцієнтів регресії та визначення рівняння регресії 

Регресія (англ. regression, нім. Regression, рос. регрессия) – форма зв'язку між 

випадковими величинами, закон зміни математичного очікування однієї випадкової величини 

залежно від значень іншої. Розрізняють прямолінійну, криволінійну, ортогональну, 

параболічну та інші регресії, а також лінію і площину регресії.  

Регресійний аналіз (англ. regression analysis) – це метод визначення відокремленого і 

спільного впливу факторів на результативну ознаку та кількісної оцінки цього впливу шляхом 

використання відповідних критеріїв. 

Регресійний аналіз проводиться на основі побудованого рівняння регресії і визначає 

внесок кожної незалежної змінної у варіацію досліджуваної (прогнозованої) залежної змінної 

величини. 

Основним завданням регресійного аналізу є визначення впливу факторів на 

результативний показник (в абсолютних показниках). Передусім для цього необхідно підібрати 

та обґрунтувати рівняння зв'язку, що відповідає характеру аналітичної стохастичної залежності 

між досліджуваними ознаками. Рівняння регресії показує як в середньому змінюється 

результативна ознака Yx під впливом зміни факторних ознак хі. 

У загальному вигляді рівняння регресії можна представити так (5.1): 

Yx = f(x1, x2, …, xn),     (5.1) 

де Yx – залежна змінна величина; 

х – незалежні змінні величини (фактори). 

Залежно від кількості змінних величин виділяють різні види регресійного аналізу. Якщо 

змінна величина завжди одна, то змінних може бути як одна, так і декілька. Виходячи з цього, 

виділяють два види регресійного аналізу: парний (простий) регресійний аналіз і регресійний 

аналіз на основі множинної регресії, або багатофакторний. 

Парний регресійний аналіз – вид регресійного аналізу, що включає у себе розгляд 

однієї незалежної змінної величини, а багатофакторний – відповідно дві величини і більше. 

Зважаючи на характер зв'язку, в регресійному аналізі можуть використовуватися лінійні 

та нелінійні функції. Для визначення характеру залежності та, відповідно, побудови рівняння 

регресії доцільно застосувати графічний метод, порівняння рівнобіжних рядів вихідних даних, 

табличний метод. 

Так, графічний метод дає найбільш наочну картину розміщення крапок на графіку, 

завдяки чому можна виявити напрям і вид залежності між досліджуваними показниками: 

прямолінійна чи криволінійна. 

За допомогою порівняння рівнобіжних рядів ознак можна спостерігати за рівномірністю 

їх взаємних змін. Якщо зміна факторної ознаки х призводить до відносно рівномірної зміни 

результативної Yx, тоді використовується лінійна функція (наприклад, залежність між 

урожайністю культур і кількістю внесених добрив). 

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BD%D0%B3%D0%BB%D1%96%D0%B9%D1%81%D1%8C%D0%BA%D0%B0_%D0%BC%D0%BE%D0%B2%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9D%D1%96%D0%BC%D0%B5%D1%86%D1%8C%D0%BA%D0%B0_%D0%BC%D0%BE%D0%B2%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D0%BE%D1%81%D1%96%D0%B9%D1%81%D1%8C%D0%BA%D0%B0_%D0%BC%D0%BE%D0%B2%D0%B0
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Найпростішим рівнянням парної регресії, що описує лінійну залежність між факторною 

і результативною ознаками, є рівняння прямої, яке має такий вигляд (5.2): 

Yx = а0 + а1x,      (5.2) 

де Yx – залежна змінна, яка оцінюється або прогнозується (результативна ознака); 

а0 – вільний член рівняння; 

а1 – коефіцієнт регресії; 

х – незалежна змінна (факторна ознака), яка використовується для визначення залежної 

змінної. 

Параметри рівняння обчислюються на основі системи нормальних рівнянь методом 

найменших квадратів (5.3): 

Σy = na0 + a1Σx;      (5.3) 

Σxy = a0Σx + a1Σx2. 

Звідси коефіцієнти регресії (5.4)-(5.5): 

a1 = (nxy - xy)/(nx2 - (x)2);    (5.4) 

a0= (yx2 - xyx)/(nx2  - (x)2),    (5.5) 

або а0 = y  – а1 x .  

Для зручності розрахунків регресійного та кореляційного аналізу доцільно використати 

таку форму таблиці (табл. 5.1). 

Таблиця 5.1 – Вихідні та розрахункові дані для обчислення кореляційно-регресійних 

характеристик (парна прямолінійна кореляція) 
№ з/п Вихідні дані Розрахункові величини Yx 

Факторна ознака (х) Результативна ознака (у) х2 у2 ху 

1 
      

2 
      

... 
      

X (в середньому) 
      

 

Основне змістовне навантаження в рівнянні регресії несе коефіцієнт регресії. 

Найчастіше застосовуються лінійні рівняння або приведені до лінійного вигляду. Коефіцієнт 

регресії – це кутовий коефіцієнт у прямолінійному рівнянні кореляційного зв'язку. У лінійній 

функції рівняння регресії він показує на скільки одиниць в середньому зміниться результативна 

ознака у при зміні факторної ознаки х на одиницю свого натурального виміру. Тобто, 

коефіцієнт регресії – це варіація у, яка припадає на одиницю варіації х. Коефіцієнт регресії має 

одиницю виміру результативної ознаки. За наявності прямого зв'язку коефіцієнт регресії є 

додатною величиною, а за зворотного зв'язку – від'ємною. 

Параметр а0 – вільний член рівняння регресії, тобто це значення у при х=0. Цей показник 

має тільки розрахункове значення у випадках, коли х не має нульових значень. 

У разі, коли зі зміною факторної ознаки результативна змінюється нерівномірно, 

використовуються нелінійні функції. Так, якщо зміна факторного показника сприяла 

прискореній динаміці результативного показника (наприклад, вплив обсягу грошової маси на 

рівень інфляції), доцільно використати степеневу функцію (5.6): 

Yx = аxb,      (5.6) 

У випадку, коли під впливом факторної ознаки результативна змінюється нерівномірно, 

причому з уповільненням, використовується рівняння гіперболи (5.7): 

Yx = а + b / x,      (5.7) 

Прикладом такої залежності є залежність рівня продуктивності праці робітників від 

рівня їх заробітної плати. 

Якщо зміна факторної ознаки супроводжується нерівномірною варіацією 

результативної ознаки із зміною напряму зв'язку, нелінійна регресія описується рівнянням 

параболи (5.8): 

Yx = а + bx + cx2,      (5.8) 

Регресійні моделі передбачають значення змінної Y на основі заданих значень змінних 

X. Процедура підбору параметрів моделі з використанням передбачення на основі вибірки 

даних в межах діапазону її значень відома як інтерполяція. Передбачення за межами діапазону 

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%86%D0%BD%D1%82%D0%B5%D1%80%D0%BF%D0%BE%D0%BB%D1%8F%D1%86%D1%96%D1%8F
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значень даних відомо як екстраполяція. Виконання екстраполяції тісно залежить від 

регресійних припущень. Чим далі від даних поширюється екстраполяція, тим більшим буде 

відхилення моделі від реальних значень. 

 

Обчислення коефіцієнту кореляції 

Коефіцієнт кореляції – показник, який використовують для вимірювання щільності 

зв'язку між результативними і факторними ознаками у кореляційно-регресійній моделі при 

лінійній залежності. За абсолютною величиною коефіцієнт кореляції коливається в межах від -

1 до +1. Чим ближчий цей показник до 0, тим слабший зв'язок, чим ближчий він до ±1 – тим 

зв'язок тісніший. Знак «плюс» при коефіцієнті кореляції означає прямий зв'язок між ознаками 

х і у, знак «мінус» – обернений. 

Коефіцієнт кореляції Пірсона між двома змінними дорівнює коваріації двох змінних, 

або сумі добутків відхилень, поділеній на добуток їх стандартних відхилень. Нехай, є дві 

вибірки xn=(x1, …, xn) та yn=(y1, …, yn). Коефіцієнт кореляції Пірсона розраховують за формулою 

(5.9): 
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де x , y  – вибіркові середні xn та yn; 

2
xs , 2

ys  – вибіркові дисперсії; 

rxy ϵ [-1, 1]. 

Різні автори пропонують різні підходи до інтерпретації значення коефіцієнта кореляції. 

В той же час, всі критерії є певною мірою умовними, і не повинні трактуватися надто 

прискіпливо. Інтерпретація кореляції залежить від контексту та мети. Наприклад, показник 

кореляції 0.9 може бути дуже низьким у випадку дослідження законів фізики з використанням 

високоякісного обладнання, проте може трактуватися як дуже високий в гуманітарних науках, 

де існує вплив багатьох інших факторів (табл. 5.2). 

Таблиця 5.2 – Значущість кореляції 
Кореляція Негативна Позитивна 

Відсутня −0.09 до 0.0 0.0 до 0.09 

Низька −0.3 до −0.1 0.1 до 0.3 

Середня −0.5 до −0.3 0.3 до 0.5 

Висока −1.0 до −0.5 0.5 до 1.0 

 
 

Метод найменших квадратів (МНК) є одним із методів регресійного аналізу, який 

використовується для статистичного оцінювання параметрів регресійної моделі за 

емпіричними даними. Згідно з цим методом параметри моделі повинні відповідати такому 

рівнянню регресії, що забезпечує найменше значення суми квадратів відхилень емпіричних 

даних від тих, що обчислені за рівнянням регресії. Так, з двох різних наближень тієї ж самої 

емпіричної функції, що задана у вигляді таблиці, кращим вважається те, для якого сума 

квадратів відхилення має найменше значення. Для ілюстрації суті методу найменших квадратів 

можна розглянути рис. 5.4. 

  

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BA%D1%81%D1%82%D1%80%D0%B0%D0%BF%D0%BE%D0%BB%D1%8F%D1%86%D1%96%D1%8F


62  

 
Рисунок 5.4 – Ілюстрація методу найменших квадратів 

 

Графік функції проходитиме таким чином, щоб різниця між значеннями функції  

Ŷ = f(x) та ординатами емпіричних точок була б якомога менше. 

Основи метода найменших квадратів були розроблені Карлом Фрідріхом Гауссом у 

зв’язку з задачами, що вирішуються теорією помилок, тобто математичною теорією, яка 

досліджує точність результатів вимірювань. Гаусс настільки ретельно провів дослідження 

нормального розподілу випадкових похибок, що їх крива щільності ймовірностей має назву 

гауссіани. 

Узагальнення умов застосування методу найменших квадратів сформульовано у теоремі 

Гаусса – Маркова. 

 

Методика прогнозування інтенсивності виробничих процесів на авіаційному транспорті, 

побудова лінії регресії 

Приклад. Авіакомпанія повинна прийняти рішення щодо скорочення або розширення 

наявного парку повітряних суден. З цією метою були зібрані статистичні дані про попит на 

послуги з повітряних перевезень, які надавалися авіакомпанією впродовж 6 місяців поточного 

року (табл. 5.3). Необхідно за результатами статистичних даних спрогнозувати показники 

попиту на авіаційні послуги до кінця року за допомогою методу кореляційно-регресивного 

аналізу. 

Таблиця 5.3 – Статистичні дані про кількість перевезених пасажирів за 6 місяців 

поточного року 
t, міс. 1 2 3 4 5 6 

Кількість пасажирів, K*103, чол. 1,2 1,1 1,5 1,3 1,1 1,0 

 

Алгоритм розв’язання задачі 

1. Для візуального визначення виду лінії регресії в кореляційному полі наносимо 

точки, що відповідають вихідним даним, одержуємо частково-ламану криву і спостерігаємо, 

що отримані точки можна апроксимувати прямою лінією (рис. 5.5). Вісь абсцис х відповідає 

часу t, ордината у – кількості обслугованих пасажирів (клієнтів) К*103. Таким чином, для 

опису отриманих точок можна використовувати лінійну регресію виду y= а0 + а1x, де 

коефіцієнти регресії а0 і а1 знаходяться за допомогою методу найменших квадратів, який 

дозволяє оцінити теоретичну залежність між змінними.  
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Рисунок 5.5 – Залежність зміни кількості пасажирів (клієнтів) від часу 

 

2. Для визначення коефіцієнтів регресії а0 і а1 дані обчислень заносимо в табл. 5.4. 

Таблиця 5.4 – Методика обчислення коефіцієнтів регресії 
 x, t y, K*103 х2 у2 xy x+y (x+y)2 

 1 1,2 1 1,44 1,2 2,2 4,84 

 2 1,1 4 1,21 2,2 3,1 9,61 

 3 1,5 9 2,25 4,5 4,5 20,25 

 4 1,3 16 1,69 5,2 5,3 28,09 

 5 1,1 25 1,21 5,5 6,1 37,21 

 6 1 36 1,0 6,0 7,0 49,0 

Σ 21 7,2 91 8,8 24,6 28,2 149 

 

Виконаємо перевірку за формулою (5.10): 

(x+y)2  = x2+2xy+y2.    (5.10) 

149 = 91+2∙24,6+8,8. 

Таким чином, табличні розрахунки зроблені вірно.  

3. Обчислимо коефіцієнти регресії за формулами (5.11)-(5.12): 

а0= (yx2 - xyx)/(nx2  - (x)2);   (5.11) 

а1=(nxy - xy)/(nx2 - (x)2),    (5.12) 

де n – кількість місяців. 

а0=(7,2*91 – 24,6*21)/(6*91-212)=(655,2-516,6)/(546-441)=138,6/105=1,32; 

а1=(6*24,6-21*7,2)/(6*91-212)=(147,6-151,2)/(546-441)=-3,6/105=-0,03. 

4. Рівняння регресії, що визначає апроксимуючу лінійну функцію для даних задачі, 

визначається як y = 1,32 - 0,03x. 

Аналіз рівняння показує, що кожний місяць кількість обслугованих клієнтів 

зменшується на 0,03*1000=30 чоловік. 

5. Використовуючи дані табл. 5.3, обчислимо коефіцієнт кореляції -1 ≤ r ≤ 1 за 

формулою (5.13): 
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Коефіцієнт кореляції r = -0,36; r < 0. 

Значення коефіцієнта кореляції показує, що змінні х та у мають зворотній (так як 

значення r від’ємне) слабкий (так як значення r ближче до 0, чим до -1) зв'язок. Тобто, з часом 

кількість обслугованих клієнтів зменшується. 

6. На основі отриманого рівняння регресії y=1,32 - 0,03x в табл. 5.5 оцінимо кількість 

обслугованих клієнтів за 1-12 місяці поточного року і за цими даними побудуємо лінію 

регресії (рис. 5.6). 
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Таблиця 5.5 – Розрахунок кількості пасажирів (клієнтів) 
х, міс. y=1,32 - 0,03x, к-ть клієнтів, K*103 

1 1,29 

2 1,26 

3 1,23 

4 1,20 

5 1,17 

6 1,14 

7 1,11 

8 1,08 

9 1,05 

10 1,02 

11 0,99 

12 0,96 

 

 
Рисунок 5.6 – Лінія регресії 

 

7. Робимо висновок. Значення коефіцієнта кореляції -0,36 показує, що зв'язок між часом 

і кількістю обслугованих пасажирів (клієнтів) зворотній (з часом кількість клієнтів 

зменшується), слабкий (плин часу несуттєво впливає на зміну кількості клієнтів). Відповідно 

до отриманого рівняння регресії y=1,32 – 0,03x прогнозується зменшення кількості 

обслугованих клієнтів близько 30 чоловік кожного місяця, що свідчить про недоцільність 

розширення виробничих потужностей підприємства ближчим часом. 

 

5.5 Висновки по лекції 

Кореляційно-регресійний аналіз – це побудова та аналіз економіко-математичної 

моделі у вигляді рівняння регресії (рівняння кореляційного зв’язку), що виражає залежність 

результативної ознаки від однієї або кількох ознак-факторів і дає оцінку міри щільності зв’язку. 

Виділяють два види регресійного аналізу: парний (простий) регресійний аналіз і 

регресійний аналіз на основі множинної регресії, або багатофакторний. Зважаючи на характер 

зв'язку, в регресійному аналізі можуть використовуватися лінійні та нелінійні функції.  

Для вимірювання щільності зв'язку між результативними і факторними ознаками у 

кореляційно-регресійній моделі за лінійної залежності використовують коефіцієнт кореляції. 

Одним із методів регресійного аналізу є метод найменших квадратів, який 

використовується для статистичного оцінювання параметрів регресійної моделі за 

емпіричними даними. Згідно з цим методом параметри моделі повинні відповідати такому 

рівнянню регресії, що забезпечує найменше значення суми квадратів відхилень емпіричних 

даних від тих, що обчислені за рівнянням регресії. 
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Тема 6 Застосування методів оптимізації авіаційних транспортних технологій в умовах 

визначеності, ризику і нестохастичної невизначеності (2 год.) 

6.1 Мета та завдання лекції. 

Метою лекції є ознайомлення з роллю методів прийняття рішень в оптимізації АТТ. 

Завдання лекції: 

- розкрити умови прийняття рішень: повна визначеність, стохастична 

невизначеність (ризик), нестохастична (повна) невизначеність;  

- розглянути метод аналізу ієрархій; 

- ознайомити з методикою побудови дерева рішень та застосуванням критерію 

очікуваного значення;  

- надати загальне уявлення про гру, розглянути матричну гру; 

- охарактеризувати методи вирішення матричних ігор (критерії Вальда, Лапласа, 

Гурвіца, Севіджа).  

 

6.2 План лекції 

6.1 Умови прийняття рішень: повна визначеність, стохастична невизначеність (ризик), 

нестохастична (повна) невизначеність.  

6.2 Метод аналізу ієрархій. 

6.3 Методика побудови дерева рішень. Критерій очікуваного значення. 

6.4 Загальне уявлення про гру. Матрична гра.  

6.5 Методи вирішення матричних ігор (критерії Вальда, Лапласа, Гурвіца, Севіджа). 

 

5.3 Основні категорії, ключові поняття та визначення теми 

Гра – це ідеалізована математична модель колективної поведінки кількох осіб (гравців), 

інтереси яких різні, що і породжує конфлікт. 

Гравці – це суб'єкти, залучені у взаємодію, яка представлена у формі гри. 

Дерево рішень – графічний метод, який дозволяє пов'язати точки прийняття рішення, 

можливі стратегії, їх наслідки з можливими факторами, умовами зовнішнього середовища. 

Критерій прийняття рішень – це функція, яка виражає переваги особи, що приймає 

рішення, і визначає правило, за яким вибирається прийнятний або оптимальний варіант 

рішення. 

Метод аналізу ієрархії (Analytic Hierarchy Process) – систематизована математична 

процедура для ієрархічного подання елементів, які визначають сутність певної проблеми. 

Партія – сукупність ходів, зроблених гравцями від початку до закінчення гри. 

Правила гри – набори дій або ходів, доступні гравцям. 

Стратегія гравця – сукупність правил, що визначають вибір варіанта дій при кожному 

особистому ході в залежності від ситуації, що склалася в процесі гри. 

Теорія ігор – це математична теорія конфліктних ситуацій. 

Теорія прийняття рішень – це аналітичний підхід до вибору найкращої альтернативи 

або послідовності дій.  

 

6.4 Текст лекції 

 

Умови прийняття рішень: повна визначеність, стохастична невизначеність (ризик), 

нестохастична (повна) невизначеність 

Позаштатні польотні ситуації, особливо ті, що потребують вимушеної посадки (пожежа 

на ПС, часткова чи повна втрата тяги силової установки, повне вироблення палива на борту 

ПС тощо), поряд із жорстким лімітом часу на прийняття рішення і напруженим 

психофізіологічним станом оператора характеризуються високим рівнем неповноти й 

невизначеності інформації. Методи прийняття рішень (ПР) в умовах відсутності достовірної 

інформації про можливі наслідки вивчаються теорією ризику.  

Теорія прийняття рішень – це аналітичний підхід до вибору найкращої альтернативи 

або послідовності дій. У теорії прийняття рішень існують три основних рівні класифікації. 
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Вони залежать від ступеня визначеності можливих наслідків, з якими зіштовхується особа 

(людина), що приймає рішення (ЛПР). 

Відповідно існують три типи моделей: 

1. Прийняття рішень в умовах визначеності - ЛПР точно знає наслідки будь-

якої альтернативи або вибору рішення.  

2. Прийняття рішень в умовах стохастичної невизначеності (ризику) - ЛПР знає 

ймовірності настання наслідків для кожного рішення. 

3. Прийняття рішень в умовах нестохастичної (повної) невизначеності - ЛПР не знає 

ймовірностей настання наслідків для кожного рішення. 

 

Метод аналізу ієрархій 
Метод аналізу ієрархій був запропонований в кінці 1970-х рр. американським 

математиком Т. Сааті. Метод застосовується для прийняття рішень в умовах визначеності та 

полягає в декомпозиції проблеми на більш прості складові частини і поетапному встановленні 

пріоритетів оцінюваних компонентів з використанням парних (попарних) порівнянь. 

На першому етапі виявляються найбільш важливі елементи проблеми. На другому – 

найкращий спосіб повірки спостережень, випробування та оцінки елементів. На третьому – 

здійснюється вироблення способу застосування рішення і оцінка його якості. 

Весь процес піддається перевірці і переосмисленню доти, поки не буде впевненості, що 

процес охопив всі важливі характеристики, необхідні для представлення та вирішення 

проблеми. 

Процес може бути проведений над послідовністю ієрархій. При цьому результати, 

отримані в одній з них, використовуються в якості вхідних даних при вивченні наступної. 

У найбільш простій ієрархії, названою Сааті домінантною, він визначає три рівні: 

верхній рівень мети (або цілей), середній – критерії, нижній – перелік альтернатив. 

На рис. 6.1 наведено приклад побудови ієрархічної композиції пріоритетів факторів 

середовища менеджменту авіапідприємства методом аналізу ієрархій на основі змісту та 

формального опису параметрів фактору внутрішнього середовища «Технології» (табл. 6.1). 

Таблиця 6.1 – Зміст та формальний опис параметрів фактору внутрішнього середовища 

менеджменту авіапідприємства «Технології» 

№ з/п Параметри Кодування 

1 Льотно-технічні характеристики ПС Те1 

2 Рівень фізичного зношування (РФЗ) ПС Те2 

3 РФЗ спецтехніки Те3 

4 РФЗ будівель та споруджень Те4 

5 Технологічні операції (ТО) з розробки авіапослуг Те5 

6 ТО з реалізації авіапослуг Те6 

7 ТО з наземного обслуговування  Те7 

8 ТО з технічного обслуговування  Те8 

9 ТО з аеропортового обслуговування Те9 

10 ТО з аеронавігаційного обслуговування Те10 
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Рисунок 6.1 – Приклад побудови ієрархічної композиції пріоритетів факторів середовища 

менеджменту авіапідприємства 

 

У структурі між метою і альтернативами може бути кілька проміжних рівнів. 

Наприклад, рівень проблем, акторів (рівень діючих сил, в якості яких можуть виступати 

адміністративна влада, користувачі і т.п.). Кожен з критеріїв може поділятися на субкритерії. 

Ієрархія вважається повною, якщо кожний елемент заданого рівня функціонує як 

критерій для всіх елементів нижчого рівня. Ієрархія може бути розділена на підієрархії. 

Для реалізації методу введено закон ієрархічної безперервності, відповідно до якого 

потрібно, щоб елементи кожного рівня були порівнянні по відношенню до елементів вищого 

рівня. 

Між рівнями будуються матриці: одна матриця для порівняння відносної важливості 

критеріїв по відношенню до мети і матриці для оцінки відносної значущості альтернатив щодо 

кожного з критеріїв другого рівня. Число матриць між рівнем критеріїв і альтернатив дорівнює 

числу критеріїв. Загальне число матриць дорівнює числу критеріїв плюс одна для оцінки 

критеріїв щодо мети. 

У матрицях елементи нижчого рівня (альтернативи, варіанти) порівнюються попарно 

по відношенню до критеріїв, а критерії – по відношенню до мети. 

Ці оцінки можуть отримуватись різними способами. Але в методі Сааті для оцінки 

компонент рекомендується спеціальна шкала від 1 до 9, в якій компонентам рівної важливості 

ставиться у відповідність одиниця, при помірній перевазі – 3, при істотній перевазі – 5, значній 

перевазі – 7 і дуже сильній перевазі – 9. Значення 2, 4, 6, 8 використовуються як проміжні між 

двома сусідніми компонентами. 

Відносна важливість будь-якого елемента, порівнюваного із собою, дорівнює 1, тобто 

діагональ матриці складається з одиниць. При заповненні матриці використовується 

властивість зворотної симетрії: симетричні клітини заповнюються зворотними величинами. 

Отримавши сукупність матриць, можна приймати рішення на основі їх змістовного 

аналізу, представивши особі, що приймає рішення, оцінки альтернатив за врахованими 

критеріями. Проте бажано отримати узагальнені оцінки альтернатив. Для цього можна 
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застосувати різні способи усереднення. Сааті пропонує використовувати середньогеометричні 

усереднення і нормування отриманих узагальнених оцінок.  

Оскільки при такій, досить складній, процедурі обробки оцінок неминучі наближені 

обчислення коренів (особливо при великому числі критеріїв), то для перевірки узгодженості 

отриманих результатів пропонується помножити матрицю на нормовані оцінки і отримати 

міру оцінки ступеня відхилення від узгоджених оцінок – індекси узгодженості для кожної з 

матриць та ієрархії в цілому. 

Однак наближені обчислення можуть привести до неузгодженості оцінок. 

Важливо також зазначити, що в матриці суджень немає дробних відносин, є тільки цілі 

числа або їх зворотні величини. 

Після отримання індексів узгодженості їх порівнюють з допустимими (відхилення 10% 

і менше). Якщо необхідної узгодженості не вийде, слід повернутися до опитування, змінюючи 

формулювання питань, а при необхідності – і критерії. Сааті обумовлює також доцільність 

врахування гіпотези Міллера: оцінювати не більше 7 +/ 2 складових на кожному рівні. 

 

Методика побудови дерева рішень. Критерій очікуваного значення. 

Наступний метод, що застосовується для прийняття рішень в умовах ризику, носить 

назву дерева рішень. Його застосовують тоді, коли необхідно приймати послідовний ряд 

рішень. Вперше дерева рішень були запропоновані Ховілендом і Хантом в кінці 1950-х років. 

Дерево рішень – графічний метод, який дозволяє пов'язати точки прийняття рішення, 

можливі стратегії Аi, їх наслідки Eij з можливими факторами, умовами зовнішнього 

середовища. Побудова дерева рішень починається з більш раннього рішення, потім 

зображуються можливі дії і наслідки кожної дії (подія), потім знову приймається рішення 

(вибір напрямку дії) і далі до тих пір, поки всі логічні наслідки результатів не будуть 

вичерпані. 

Дерево рішень будується за допомогою п'яти елементів: 

1) момент прийняття рішення; 

2) точка виникнення події; 

3) зв'язок між рішеннями і подіями; 

4) імовірність настання події (сума ймовірностей в кожній точці повинна дорівнювати 

1); 

5) очікуване значення (наслідки) – кількісне вираження кожної альтернативи, 

розташоване в кінці гілки. 

Для знаходження оптимального рішення застосовується критерій очікуваного 

значення.  

Очікуваний прибуток для рішення Аij визначається за формулою (6.1): 
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де pjj – імовірність впливу j-го чиннику при виборі і-ї альтернативи, 1
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lij – прибуток/збиток, пов'язаний з вибором і-ї альтернативи при впливі j-го чиннику. 
Приклад 6.1. Аналіз ПР оператором АНС в позаштатних польотних ситуаціях за 

допомогою дерева рішень. За допомогою дерева рішень проведено аналіз розвитку 
позаштатної польотної ситуації, яка сталася 3 липня 2001 при виконанні третього розвороту 
для посадки в аеропорту Іркутська з літаком Ту-154М RA-85845 ВАТ  «Владивосток-Авіа»  і 
завершилася катастрофою. Всі, хто знаходився на борту ПС (4 члени екіпажу, 5 
бортпровідників і 136 пасажирів), загинули. 

Основними параметрами, порушення яких вплинули на результат даного польоту, були 

швидкість V, крен , кут атаки α і висота Н ПС. Значення ймовірностей сприятливого або 
несприятливого результату польоту в залежності від порушення певного параметра, обчислені 
експериментальним шляхом , наводяться в табл. 6.2. 
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Таблиця 6.2 – Значення ймовірностей сприятливого та несприятливого результатів 
польоту 

Параметри польоту, що порушені 
Значення ймовірностей 

сприятливого 
результату польоту, Рб 

Значення ймовірностей 
несприятливого 

результату польоту, Рн 

Порушення швидкості польоту, ∆V  0,4 0,6 

Порушення кута крену літака, ∆ 0,2 0,8 

Порушення висоти польоту, ∆Н 0,3 0,7 

Порушення кута атаки літака, ∆α 0,1 0,9 

 
Структурну схему розвитку позаштатної польотної ситуації подано на рис. 6.2.  

 

 
Рисунок 6.2 – Структурна схема розвитку позаштатної польотної ситуації:     – вершини-

рішення;      – випадкові вершини 
 

Жирними лініями позначено дії екіпажу, що призвели до катастрофи ПС. Виконаний 
аналіз дозволив зробити такі висновки. 

1. Виникнення і розвиток аварійної ситуації під час заходу на посадку стало наслідком 
порушення взаємодії в екіпажі, що призвело до неодноразового втручання в керування літаком 
командира ПС і до відсутності належного контролю за витримуванням основних параметрів 
польоту (швидкості, кута крену, висоти, кута атаки).  

2. У процесі третього розвороту літак був виведений на кути атаки спрацювання 
сигналізації, що попереджає про наближення до критичних режимів.  

3. Дії пілотів ПС з виведення літака з небезпечного режиму зниження різким взяттям 
штурвалу на себе були неадекватними в ситуації, яка склалася, що призвело до звалювання 
літака, переходу його у штопор і зіткнення із землею.  

4. Неузгодженим і неадекватним діям пілотів сприяв фактор поспіху у виконанні 
необхідних процедур, а також високий рівень психоемоційного напруження, що межує зі 
стресом. 

Таким чином, дерево рішень дає можливість провести структурний аналіз проблеми, 
знайти оптимальну альтернативу дій і попередити розвиток ситуації за неправильною схемою. 

Приклад 6.2. Визначення ризику при ПР оператором АНС в ОВП (пожежа двигуна).  

Функція ризику для оцінювання величини середніх збитків, що визначаються на 

просторі наслідків спостережень 21xxX  , задається у вигляді (6.2): 


x

)Y(P)Y/x(P)A;Y)(x(GR ,    (6.2) 
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де 
12

21 0
0 G
GG   – платіжна матриця збитків, які зазнає пілот у результаті певних дій;  

P(x/Y) – умовний розподіл Х;  

P(Y) – апріорний розподіл Y, Р(Y1) = Р(Y2) = 0,5. 

Структурне зображення процесу ПР пілотом ПС у разі отримання сигналу про пожежу 

двигуна показано на рис. 6.3. 

 
 

Рисунок 6.3 – Структурне зображення процесу прийняття рішень пілотом у разі отримання 

сигналу про пожежу двигуна 

 

Для дійсного спрацьовування табло на підставі аналізу статистики у випадку пожежі 

двигуна типу АІ-25 використано такі умовні ймовірності: P(x1/Y1) = 0,58; P(x2 /Y1) = 0,42. 

Ризик у випадку прийняття пілотом рішення про вимкнення двигуна: 

))Y(P)Y/x(P)Y(P)Y/x(P(G

))Y(P)Y/x(P)Y(P)Y/x(P(G)A(R

22222112
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; 

од.ум.5,1)5,005.01(3)( 1 AR  

Ризик у разі прийняття пілотом рішення не вимикати двигун: 

))Y(P)Y/x(P)Y(P)Y/x(P(G

))Y(P)Y/x(P)Y(P)Y/x(P(G)A(R
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; 

од.ум.5,2)5,042,05.058,0(5)( 2 AR  

Тобто, )()( 12 ARAR  , тому оптимальним рішенням пілота є відключити двигун. 

 

Загальне уявлення про гру. Матрична гра 
Першу спробу створити математичну теорію ігор зробив в 1921 р. Е. Бореля. Як 

самостійна галузь науки вперше теорія ігор була систематизовано викладена в монографії Дж. 

Фон Неймана і О. Моргенштерна "Теорія ігор і економічна поведінка" в 1944 р. C тих пір 

багато розділів економічної теорії (наприклад, теорія недосконалої конкуренції, теорія 

економічного стимулювання та ін.) розвивалися в тісному контакті з теорією ігор. Теорія ігор 

з успіхом застосовується і в соціальних науках (наприклад, аналіз процедур голосування, 

пошук рівноважних концепцій, що визначають кооперативні та некооперативного поведінки 

осіб). Як правило, виборці відводять кандидатів, що представляють крайні точки зору, але при 

обранні одного з двох кандидатів, що пропонують різні компромісні рішення, виникає 

боротьба. Навіть ідея Руссо про еволюцію від "природної свободи" до "громадянської 

свободи" формально відповідає з позицій теорії ігор точці зору на кооперацію. 

Гра – це ідеалізована математична модель колективної поведінки кількох осіб 

(гравців), інтереси яких різні, що і породжує конфлікт. Конфлікт не обов'язково передбачає 

наявність антагоністичних протиріч сторін, але завжди пов'язаний з певного роду 

розбіжностями. Конфліктна ситуація буде антагоністичною, якщо збільшення виграшу однієї 

із сторін на деяку величину приводить до зменшення виграшу іншого боку на таку ж величину 
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і навпаки. Антагонізм інтересів породжує конфлікт, а збіг інтересів зводить гру до координації 

дій (кооперації). 

Прикладами конфліктної ситуації є ситуації, що складаються у взаєминах покупця і 

продавця; в умовах конкуренції різних фірм; в ході бойових дій і ін. Прикладами ігор є і 

звичайні ігри: шахи, шашки, карткові, салонні і ін. (звідси і назва "теорія ігор", і її 

термінологія). 

У більшості ігор, що виникають з аналізу фінансово-економічних, управлінських 

ситуацій, інтереси гравців (сторін) не є строго антагоністичними, ні абсолютно збігаються. 

Покупець і продавець погоджуються, що в їхніх спільних інтересах домовитися про купівлю-

продаж, проте вони енергійно торгуються при виборі конкретної ціни в межах взаємної 

вигідності. 

Теорія ігор – це математична теорія конфліктних ситуацій. 

Мета теорії ігор – вироблення рекомендацій для розумного поведінки учасників 

конфлікту (визначення оптимальних стратегій поведінки гравців). 

Від реального конфлікту гра відрізняється тим, що ведеться за певними правилами. Ці 

правила встановлюють послідовність ходів, обсяг інформації кожної сторони про поведінку 

іншої і результат гри в залежності від ситуації, що склалася. Правилами встановлюється також 

кінець гри, коли деяка послідовність ходів вже зроблена, і більше ходів робити не 

дозволяється. 

Теорія ігор, як і будь-яка математична модель, має свої обмеження. Одним з них є 

припущення про повну (ідеальну) розумність супротивників. У реальному конфлікті 

найчастіше оптимальна стратегія полягає в тому, щоб вгадати, в чому противник дурний, і 

скористатися цією дурницею на свою користь. 

Ще одним недоліком теорії ігор є те, що кожному з гравців повинні бути відомі всі 

можливі дії (стратегії) противника, невідомо лише те, яким саме з них він скористається в 

даній партії. У реальному конфлікті це звичайно не так: перелік усіх можливих стратегій 

супротивника як раз і невідомий, а найкращим рішенням у конфліктній ситуації нерідко буде 

саме вихід за межі відомих противнику стратегій, "ошарашування" його чимось абсолютно 

новим, несподіваним. 

Теорія ігор не включає елементів ризику, неминуче супроводжує розумні рішення в 

реальних конфліктах. Вона визначає найбільш обережну, перестрахувальну поведінку 

учасників конфлікту. 

Крім того, в теорії ігор знаходяться оптимальні стратегії по одному показнику 

(критерію). У практичних ситуаціях часто доводиться брати до уваги не один, а кілька 

числових критеріїв. Стратегія, оптимальна по одному показнику, може бути неоптимальною 

за іншими. 

Усвідомлюючи ці обмеження і тому не дотримуючись сліпо рекомендацій теорії ігор, 

можна все ж виробити цілком прийнятну стратегію для багатьох реальних конфліктних 

ситуацій. 

В даний час ведуться наукові дослідження, спрямовані на розширення областей 

застосування теорії ігор. 

У літературі зустрічаються такі визначення елементів, що становлять гру. 

Гравці – це суб'єкти, залучені у взаємодію, яка представлена у формі гри. У нашому 

випадку це оператори АНС. Однак в разі невизначеності зовнішніх обставин досить зручно 

представляти випадкові складові гри, які не залежать від поведінки гравців, як дії "природи". 

Під правилами гри маються на увазі набори дій або ходів, доступні гравцям.  

Для кожної комбінації дій гравців результат гри встановлюється майже механічно.  

Сенс, вкладений в поняття виграшу, може відрізнятися для різних видів ігор. При 

цьому треба чітко розрізняти виграші, виміряні за порядковою шкалою (наприклад, рівень 

корисності), і величини, для яких має сенс інтервальне порівняння (наприклад, прибуток, 

збиток). 

У теорії ігор передбачається, що гра складається з ходів, які виконуються гравцями 

одночасно або послідовно. 
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Ходи бувають особистими і випадковими. Хід називається особистим, якщо гравець 

свідомо вибирає його з сукупності можливих варіантів дій і здійснює його (наприклад, будь-

який хід у шаховій грі). Хід називається випадковим, якщо його вибір здійснюється не 

гравцем, а яким-небудь механізмом випадкового вибору (наприклад, за результатами кидання 

монети). 

Сукупність ходів, зроблених гравцями від початку до закінчення гри, називається 

партією. 

Одним з основних понять теорії ігор є поняття стратегії. Стратегією гравця 

називається сукупність правил, що визначають вибір варіанта дій при кожному особистому 

ході в залежності від ситуації, що склалася в процесі гри. У простих (одноходових) іграх, коли 

в кожній партії гравець може зробити лише по одному ходу, поняття стратегії і можливого 

варіанту дій збігаються. В цьому випадку сукупність стратегій гравця охоплює всі можливі 

його дії, а будь-яке можливе для гравця i дію є його стратегією. У складних (багатоходових 

іграх) поняття "варіант можливих дій" і "стратегія" можуть відрізнятися один від одного. 

Стратегія гравця називається оптимальною, якщо вона забезпечує даному гравцю при 

багаторазовому повторенні гри максимально можливий середній виграш або мінімально 

можливий середній програш, незалежно від того, які стратегії застосовує противник. Можуть 

бути використані й інші критерії оптимальності. 

Можливо, що стратегія, що забезпечує максимальний виграш, не володіє іншим 

важливим поданням оптимальності, як стійкістю (рівноважного) рішення. Рішення гри є 

стійким (рівноважним), якщо відповідні цьому рішенню стратегії утворюють ситуацію, яку 

жоден з гравців не зацікавлений змінити. 

Класифікація ігор: 

1. В залежності від видів ходів гри поділяються на стратегічні та азартні. Азартні 

ігри складаються тільки з випадкових ходів, якими теорія ігор не займається. Якщо поряд з 

випадковими ходами є особисті ходи або всі ходи особисті, то такі ігри називаються 

стратегічними. 

2. В залежності від числа гравців гри поділяються на парні та множинні. У парній грі 

число учасників одно двом, в множинної – більше двох. 

3. Учасники множинної гри можуть утворювати коаліції, як постійні, так і тимчасові. 

За характером взаємовідносин гравців ігри поділяються на безкоаліційні, коаліційні і 

кооперативні. 

Безкоаліційними називаються гри, в яких гравці не мають право брати участь в угодах, 

утворювати коаліції, і метою кожного гравця є отримання якомога найбільшого 

індивідуального виграшу. 

Ігри, в яких дії гравців спрямовані на максимізацію виграшів колективів (коаліцій) без 

подальшого їх поділу між гравцями, називаються коаліційними. 

Результатом кооперативної гри є поділ виграшу коаліції, який виникає не як наслідок 

тих чи інших дій гравців, а як результат їх наперед визначених угод. 

Відповідно до цього в кооперативних іграх порівнюються за перевагою не ситуації, як 

це має місце в безкоаліційних іграх, а поділи; і порівняння це не обмежується розглядом 

індивідуальних виграшів, а носить більш складний характер. 

4. За кількістю стратегій кожного гравця гри поділяються на кінцеві (число стратегій 

кожного гравця звичайно) і нескінченні (безліч стратегій кожного гравця нескінченно). 

5. За кількістю інформації, наявної у гравців щодо минулих ходів, ігри поділяються на 

ігри з повною інформацією (мається вся інформація про попередні ходах) і неповною 

інформацією. Прикладами ігор з повною інформацією можуть бути шахи, шашки тощо 

6. По виду опису гри поділяються на позиційні ігри (або гри в розгорнутій формі) і ігри 

в нормальній формі. Позиційні ігри задаються у вигляді дерева гри. Але будь-яка позиційна 

гра може бути зведена до нормальної формі, в якій кожен з гравців робить тільки по одному 

незалежному ходу. У позиційних іграх ходи робляться в дискретні моменти часу. Існують 

диференціальні ігри, в яких ходи робляться безперервно. Ці ігри вивчають завдання 
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переслідування керованого об'єкта іншим керованим об'єктом з урахуванням динаміки їх 

поведінки, яка описується диференціальними рівняннями. 

Існують також рефлексивні ігри, які розглядають ситуації з урахуванням уявного 

відтворення можливого способу дій і поведінки противника. 

7. Якщо будь-яка можлива партія деякої гри має нульову суму виграшів всіх гравців, 

то говорять про гру з нульовою сумою. В іншому випадку гри називаються іграми з ненульовою 

сумою. 

Очевидно, що парна гра з нульовою сумою є антагоністичною, так як виграш одного 

гравця дорівнює програшу другого, а отже, цілі цих гравців прямо протилежні. 

Кінцева парна гра з нульовою сумою називається матричної грою. Така гра описується 

платіжної матрицею, в якій задаються виграші першого гравця. Номер рядка матриці 

відповідає номеру застосовуваної стратегії першого гравця, стовпець - номеру застосовуваної 

стратегії другого гравця; на перетині рядка і стовпця знаходиться відповідний виграш першого 

гравця (програш другого гравця). 

Кінцева парна гра з ненульовою сумою називається біматричних грою. Така гра 

описується двома платіжними матрицями, кожна для відповідного гравця. 

Існує дві основні форми гри. Гра в екстенсивної формі представляється як діаграма 

типу "дерево" прийняття рішень, при цьому "корінь" відповідає точці початку гри, а початок 

кожної нової "гілки", зване вузлом, – станом, досягнутого на даному етапі при даних діях, вже 

зроблених гравцями. Кожному кінцевому вузлу - кожній точці закінчення гри - ставиться у 

відповідність вектор виграшів, по одній компоненті для кожного гравця. 

Стратегічна, інакше звана нормальна, форма подання гри відповідає багатовимірній 

матриці, при цьому кожний вимір (в двовимірному випадку рядки і стовпці) включає набір 

можливих дій для одного агента. 

Окремий осередок матриці містить вектор виграшів, які відповідають цій поєднанню 

стратегій гравців. 

Існує досить детальна класифікація складових частин теорії ігор. Одним з найбільш 

загальних критеріїв такої класифікації є поділ теорії ігор на теорію некооперативних ігор, в 

яких суб'єктами прийняття рішень є власне індивіди, і теорію кооперативних ігор, в яких 

суб'єктами прийняття рішень є групи, або коаліції індивідів. 

Некооперативні ігри зазвичай представляються в нормальній (стратегічній) і 

розгорнутій (екстенсивній) формах. 

Серед некооперативних ігор прийнято виділяти важливий клас, який отримав назву 

ігор з нульовою сумою. 

Гру називають грою з постійною сумою (з нульовою сумою), якщо в ній сума 

значень функцій корисності гравців в будь-яких ситуаціях постійна (дорівнює нулю). 

Неважко здогадатися, що в іграх з нульовою сумою збільшення корисності у одних 

гравців означає зменшення її у інших. Образно кажучи, для того щоб один щось знайшов, 

інший повинен це втратити. 

Ігри з нульовою сумою і двома учасниками називають антагоністичними. Назва 

відображає ту обставину, що в таких іграх розподіл ролей "знайшов - втратив" очевидно. 

Антагоністичні гри з кінцевими множинами стратегій у учасників називають 

матричними. 

Таке найменування пов'язано з тим, що ігри даного класу можуть бути однозначно 

задані за допомогою матриць розмірності m×n в яких кількість рядків m визначається числом 

стратегій гравця 1, а кількість стовпців n – числом стратегій гравця 2. 

Ситуації в матричної грі однозначно визначаються парами (i, j), що означає – 1-й 

гравець (гравець 1) застосував свою i-ту стратегію (з множини допустимих стратегій {1, 2, i, 

..., n}), а його опонент (гравець 2) – його j-ту стратегію з множини {1, 2, ..., i, .., n). 

 

Методи вирішення матричних ігор (критерії Вальда, Лапласа, Гурвіца, Севіджа) 
Вибір найкращого рішення в умовах невизначеності істотно залежить від того, яка 

ступінь цієї невизначеності, тобто від того, якою інформацією володіє ЛПР. 
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Припущення суб'єктивні, тому й ступені невизначеності з боку ЛПР повинні 

відрізнятися. Практикуються два основні підходи до прийняття рішення в умовах 

невизначеності. Особа, що приймає рішення, може використовувати наявну в нього 

інформацію і свої власні особисті судження, а також досвід для ідентифікації та визначення 

суб'єктивних ймовірностей можливих зовнішніх умов, оцінки можливих наслідків 

альтернатив в різних умовах зовнішнього середовища. Це, по суті, робить умови 

невизначеності аналогічними умовам ризику, а процедура прийняття рішення, що 

обговорювалася раніше для умов ризику, виконується і в цьому випадку. 

Якщо ступінь невизначеності занадто висока, то ЛПР воліє не робити припущень щодо 

ймовірностей різних зовнішніх умов, тобто ця особа може або не враховувати ймовірності, або 

розглядати їх як рівні, що практично одне і те ж. Якщо застосовується даний підхід, то для 

оцінки передбачуваних стратегій є чотири критерії рішення: 

1) критерій рішення Вальда, званий також максиміном; 

2) альфа-критерій рішення Гурвіца; 

3) критерій рішень Севіджа, званий також критерієм відмови від мінімакса; 

4) критерій рішень Лапласа, званий також критерієм рішення Байєса. 

Мабуть, найважче завдання для ЛПР полягає у виборі конкретного критерію, найбільш 

підходящого для вирішення запропонованого завдання. Вибір критерію повинен бути 

логічним за даних обставин.  

Приклад 6.3. Модель ПР оператором АНС у випадку відмови генераторів. Формально 

опишемо ситуацію, яка виникає на ПС при спрацьовуванні індикатора (табло) відмови 

генератора. У цьому випадку можливі два стани природи: П1 – помилкове спрацьовування 

табло; П2 – вмотивоване спрацьовування табло. 

Екіпаж має такі альтернативні варіанти рішення: а1 – переконатися в нормальній роботі 

генератора і продовжити політ; а2 – вжити заходів для переходу на резервну систему і 

продовжити політ; а3 – вимкнути генератор і завершити політ. 

Реалізуючи один з альтернативних варіантів, екіпаж ПС «втрачає» деяку корисність 

uij(аi, Пj), що є результатом його суб’єктивної оцінки цієї ситуації, тобто йде на відповідний 

ризик. Сукупність можливих результатів рішення описується відповідною матрицею (табл. 

6.3). Значення uij відповідають збиткам екіпажу, що визначені експертним шляхом за 

п’ятибальною шкалою в умовних одиницях. Через нульові втрати позначаються найбільш 

сприятливі комбінації аi і Пj, тобто мінімальні втрати (u11 = 0) відповідають мінімальним 

збиткам екіпажа, максимальні втрати (u32 = 5) відповідають максимальним збиткам. 

 

Таблиця 6.3 – Матриця можливих результатів ПР екіпажем у разі спрацьовування 

індикатора відмови генератора 

Альтернативні рішення 

Фактори 

П1 – хибне 

спрацьовування табло 

П2 – дійсне 

спрацьовування табло 

а1 – переконатися в нормальній роботі генератора і 

продовжити політ 
0 5 

а2 – вжити заходів для переходу на резервну систему і 

продовжити політ 
3 1 

а3 – вимкнути генератор і завершити політ 4 2 

 

Оптимальні рішення, знайдені за допомогою класичних критеріїв теорії ПР в умовах 

невизначеності: Вальда, Лапласа, Севіджа, Гурвіца, наводяться в табл. 6.4. 
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Таблиця 6.4 – Матриця ПР у разі спрацьовування індикатора відмови генератора 

Альтернативні рішення 

Фактори Критерії 

П1 – хибне 

спрацьову-

вання табло 

П2 – дійсне 

спрацьову-

вання табло В
ал

ь
д

а
 

Л
ап

л
ас

а
 

С
ев

ід
ж

а
 

Г
у

р
в
и

ц
я
 

а1 – переконатися в нормальній роботі 

генератора і продовжити політ 
0 5 5 2,5 5 2,5 

а2 – вжити заходів для переходу на 

резервну систему і продовжити політ 
3 1 3 2 2 2 

а3 – вимкнути генератор і завершити 

політ 
4 2 4 3 2 3 

 

Критерій Вальда (мінімаксний критерій) ґрунтується на консервативному обережному 

поводженні ЛПР і зводиться до вибору найкращої альтернативи з найгірших (6.3):  
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де Lmm – оціночна функція за мінімаксною умовою для матриці втрат;  
u(ai, Пj) – втрати, що відповідають альтернативі аi і зовнішнім умовам Пj. 
Lmm = min {max (0;5); max (3;1); max (4;2)} =  min {5; 3; 4} = 3 (тобто а2 – вжити заходів 

для переходу на резервну систему і продовжити політ). 
Відповідно до критерію Вальда оптимальним рішенням є альтернатива а2, яка 

відповідає мінімальній оціночній функції. 
Критерій Лапласа спирається на принцип недостатнього обґрунтування, згідно з яким 

у разі невідомого розподілу ймовірностей станів природи Пj їх слід вважати рівними між 
собою (6.4): 
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де Ll – оціночна функція за критерієм Лапласа;  
n – кількість можливих станів природи. 

Ll 
0 5 3 1 4 2

min ; ; min 2,5;2;3 2
2 2 2

    
   


  тобто а2 – вжити заходів для переходу на 

резервну систему і продовжити політ), 
Критерій Севіджа прагне пом’якшити консерватизм мінімаксного критерію шляхом 

заміни матриці втрат матрицею ризиків (табл. 6.5). Оптимальне рішення за критерієм Севіджа 
визначається з умови (6.5): 
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де Ls – оціночна функція за критерієм Севіджа;  

r(ai, Пj) – елементи матриці ризиків, що відповідають альтернативі аi і зовнішнім 

умовам Пj.  

Ls = min {max (0;5); max (2;0); max (2;0)} = min {5; 2; 2} = 2 (тобто а2 – вжити заходів 

для переходу на резервну систему і продовжити політ; а3 – вимкнути генератор і завершити 

політ). 

Згідно з критерієм Севіджа оптимальним рішенням є альтернативи а2 і а3, які 

відповідають мінімальній оціночній функції. 
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Таблица 6.5 – Матриця ризиків для ПР за критерієм Севіджа 

Альтернативні рішення 
Фактори 

П1 – хибне спрацьовування 
табло 

П2 – дійсне 
спрацьовування табло 

а1 – переконатися в нормальній роботі 
генератора і продовжити політ 

0 5 

а2 – вжити заходів для переходу на резервну 
систему і продовжити політ 

2 0 

а3 – вимкнути генератор і завершити політ 2 0 
 

Критерій Гурвіца охоплює ряд різних підходів до ПР – від найбільш оптимістичного до 
найбільш песимістичного (консервативного) (6.6): 
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де Lg – оцінна функція за критерієм Гурвіца;  

 – показник оптимізму-песимізму (0 ≤  ≤ 1).  
Lg = min {0,5 min (0;5) + (1-0,5) max (0;5); 0,5 min (3;1) + (1-0,5) max (3;1); 0,5 min (4;2) 

+ (1-0,5) max (4;2)} = 2 (тобто а2 – вжити заходів для переходу на резервну систему і 
продовжити політ),  

За критерієм Гурвіца оптимальним рішенням також є альтернатива а2.  

Виконано порівняльний аналіз критеріїв, за якими знаходились оптимальні рішення 

(табл. 6.6).  

Таблиця 6.6 – Порівняльний аналіз критеріїв ПР в умовах невизначеності 

Альтернативні рішення 

ПР в умовах невизначеності, 

критерії 

В
ал

ь
д

а
 

Л
ап

л
ас

а
 

Г
у

р
в
іц

а
 

С
ев

ід
ж

а
 

а1 – переконатися в нормальній роботі генератора і продовжити політ - - - - 

а2 – вжити заходів для переходу на резервну систему і продовжити 

політ 
а2 а2 а2 а2 

а3 – вимкнути генератор і завершити політ - - - а3 

 

Згідно з критеріями Вальда, Лапласа, Севіджа і Гурвіца, оптимальним альтернативним 

рішенням екіпажу є перемикання живлення на резервні генератори і продовження польоту. За 

критерієм Севіджа, якщо оператор приймає додаткове рішення, то пілот повинен вимкнути 

генератор і завершити політ. Цей випадок характерний для дій екіпажу, якщо резервної 

системи немає або є невпевненість у її надійності. Тобто, на основі порівняльного аналізу 

критеріїв оптимальним альтернативним рішенням екіпажу (командира ПС) в умовах 

невизначеності є вимкнення генератора і завершення польоту, тобто посадка повинна 

відбутися протягом 20–30 хв. 

 

6.5 Висновки по лекції 

У теорії прийняття рішень існують три основних рівні класифікації: ПР в умовах 

визначеності, стохастичної невизначеності (ризику) та нестохастичної (повної) 

невизначеності. Вони залежать від ступеня визначеності можливих наслідків, з якими 

зіштовхується ЛПР. 

Для прийняття рішень в умовах визначеності використовується метод аналізу 

ієрархій, який полягає в декомпозиції проблеми на більш прості складові частини і 

поетапному встановленні пріоритетів оцінюваних компонентів з використанням парних 

(попарних) порівнянь. 
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В умовах ризику використовується дерево рішень – графічний метод, який дозволяє 

пов'язати точки прийняття рішення, можливі стратегії, їх наслідки з можливими факторами, 

умовами зовнішнього середовища. 

При виборі найкращого рішення в умовах невизначеності застосовуються критерії 

Вальда, Гурвіца, Севіджа та Лапласа. 

 

Тема 7 Застосування методів теорії масового обслуговування для оптимізації 

авіаційних транспортних технологій (2 год.) 

7.1 Мета та завдання лекції 

Метою лекції є ознайомлення з роллю теорії масового обслуговування в оптимізації 

АТТ. 

Завдання лекції: 

- ознайомити з поняттям випадкових процесів та їх класифікацією;  

- розкрити предмет теорії масового обслуговування та області її застосування при 

вирішенні задач оптимізації АТТ; 

- розглянути основні компоненти систем масового обслуговування;  

- надати класифікацію систем масового обслуговування; 

- розглянути підходи до моделювання функціонування систем масового 

обслуговування, розкрити сутність процесів розмноження і загибелі.  

 

7.2 План лекції 

7.1 Поняття випадкових процесів. Класифікація випадкових процесів.  

7.2 Предмет теорії масового обслуговування та області її застосування при вирішенні 

задач оптимізації АТТ.  

7.3 Основні компоненти теорії масового обслуговування.  

7.4 Класифікація систем масового обслуговування.  

7.5 Моделювання функціонування систем масового обслуговування. Процеси 

розмноження і загибелі. 

 

7.3 Основні категорії, ключові поняття та визначення теми 

Випадковий (стохастичний) процес – випадкова функція аргументу часу t. 

Ефективність обслуговуючої системи – характеристика рівня виконання цією 

системою функцій, для яких вона призначена. 

Інтенсивність потоку – середнє число подій, які появляються за одиницю часу. 

Найпростіший (пуассонівський) потік – потік подій, який має наступні властивості: 

стаціонарність, відсутність наслідків, ординарність. 

Нестаціонарний випадковий процес – випадковий процес, у якому всі його 

характеристики змінюються з плином часу.  

Переріз випадкової функції – значення випадкової функції при фіксованому значенні її 

аргументу (це деяка випадкова величина). 

Потік подій – послідовність подій, які наступають у випадкові моменти часу. 

Реалізація (траєкторія) випадкової функції – невипадкові значення випадкової 

функції, які вона приймає при проведенні конкретного випробування. 

Система масового обслуговування (СМО) – це система, яка обслуговує вимоги, що 

надходять до неї (заявки). Основними елементами (компонентами) системи є: вхідний потік 

вимог; канали обслуговування; черга вимог; вихідний потік вимог. 

Стаціонарний випадковий процес – випадковий процес, характеристики якого не 

залежать від вибору початку відліку, тобто є однорідними щодо часу. 

 

7.4 Текст лекції 

Поняття випадкових процесів. Класифікація випадкових процесів 
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Поняття випадкового процесу введено в XX столітті і пов'язано з іменами А.М. 

Колмогорова (1903-1987), О.Я. Хінчіна (1894-1959), Є.Є. Слуцького (1880-1948), Н. Вінера 

(1894-1965).  

Це поняття в наші дні є одним з центральних не тільки в теорії ймовірностей, але також 

в природознавстві, інженерній справі, економіці, організації виробництва, теорії зв'язку. Теорія 

випадкових процесів належить до категорії математичних дисциплін, які найбільш швидко 

розвиваються. Безсумнівно, що ця обставина значною мірою визначається її глибокими 

зв'язками з практикою. XX століття не могло задовольнитися тою ідейною спадщиною, яку було 

отримано від минулого. Дійсно, в той час, як фізика, біолога, інженера цікавив процес, тобто 

зміна досліджуваного явища в часі, теорія ймовірностей пропонувала їм як математичного 

апарату лише засоби, які вивчали стаціонарні стани.  

Для дослідження зміни в часі теорія ймовірностей кінця XIX - початку XX століття не 

мала ні розроблених приватних схем, ні тим більш загальних прийомів. А необхідність їх 

створення буквально стукала у вікна та двері математичної науки. Вивчення броунівського руху 

в фізиці підвело математику до порога створення теорії випадкових процесів.  

Необхідно згадати ще про дві важливі групи досліджень, розпочатих в різний час і з 

різних приводів.  

По-перше, це роботи А.А. Маркова (1856-1922) з вивчення ланцюгових залежностей. По-

друге, роботи Є.Є. Слуцького (1880-1948) з теорії випадкових функцій.  

Обидва ці напрями грали дуже істотну роль у формуванні загальної теорії випадкових 

процесів.  

Для цієї мети вже був накопичений значний вихідний матеріал, і необхідність побудови 

теорії носилися в повітрі.  

Залишалося здійснити глибокий аналіз наявних робіт, висловлених в них ідей і 

результатів і на його базі здійснити необхідний синтез.  

Нехай Gt – деяка множина дійсних чисел. Якщо кожному значенню t ϵ Gt поставлена у 

відповідність випадкова величина X(t), то кажуть, що на множині Gt задана випадкова функція 

X(t). Множину Gt при цьому називають областю визначення випадкової функції. 

Наприклад, якщо U – випадкова величина, то функція X(t) = t2 U буде випадковою. При 

t=2 одержимо випадкову величину X1 = 4U, при t = 1,5 – випадкову величину X2 = 2,25 U і т.д. 

Значення випадкової функції при фіксованому значенні аргументу називається її 

перерізом (це деяка випадкова величина). При проведенні конкретного випробування 

випадкова функція буде приймати значення функції невипадкової, яку називають її реалізацією 

або траєкторією. Реалізації випадкової функції X(t) позначають x1(t), x2(t), …, де індекс вказує 

номер випробування. 

Наприклад, якщо X(t) = U sin t, деU – випадкова величина, яка в першому випробуванні 

прийняла можливе значення u1 = 3, а в другому випробуванні u2 = 4,6, то реалізаціями X(t) 

будуть відповідно невипадкові функції x1(t) = 3 sin t, x2(t) = 4,6 sin t. 

Випадковим (стохастичним) процесом називають випадкову функцію аргументу t, 

який відіграє роль часу. 

Наприклад, якщо літак повинен летіти із заданою сталою швидкістю, то в дійсності 

внаслідок дії випадкових факторів (коливання температури, зміни сили вітру та ін.), врахувати 

вплив яких наперед неможливо, швидкість буде змінюватись. В цьому прикладі швидкість 

літака є випадковою функцією від неперервно змінного аргументу – часу, тобто швидкість є 

випадковим процесом. 

Якщо аргумент випадкової функції змінюється дискретно, то відповідні йому значення 

випадкової функції (випадкові величини) утворюють випадкову послідовність. 

Випадкові процеси мають характеристики, аналогічні характеристикам випадкових 

величин, але вони є не деякими числами, а невипадковими функціями. 

Математичним очікуванням випадкового процесу X(t) називають невипадкову 

функцію mx(t), значення якої при кожному фіксованому значенні аргументу t дорівнює 

математичному очікуванню випадкової величини відповідного перерізу (7.1): 

                                                               mx(t) = M(X(t)).                                                      (7.1) 

http://ua-referat.com/Теорія
http://ua-referat.com/Теорія_ймовірностей
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Дисперсією випадкового процесу X(t) називають невипадкову функцію Dx(t), значення 

якої при кожному фіксованому значенні аргументу t дорівнює дисперсії випадкової величини 

відповідного перерізу (7.2): 

                                                                Dx(t) = D(X(t)).                                                      (7.2) 

Середнім квадратичним відхиленням випадкового процесу X(t) називають квадратний 

корінь із його дисперсії (7.3): 

                                                               𝜎𝑥(𝑡) = √𝐷𝑥(𝑡).                                                     (7.3) 

Властивості математичного очікування: 

1) математичне очікування невипадкової функції φ(t) дорівнює самій невипадковій 

функції: 

M(φ(t)) = φ(t); 

2) невипадковий множник φ(t) можна виносити за знак математичного очікування: 

M(φ(t) · X(t)) = φ(t) · M(X(t)) = φ(t)mx(t); 

3) математичне очікування суми двох випадкових процесів дорівнює сумі математичних 

очікувань доданків: 

M(X(t) + Y(t)) = mx(t) + my(t). 

Властивості дисперсії: 

1) дисперсія невипадкової функції φ(t) дорівнює нулю: 

D(φ(t)) = 0; 

2) за знак дисперсії можна виносити квадрат невипадкового множника φ(t): 

D(φ(t) · X(t)) = φ2(t) · Dx(t); 

3) дисперсія суми випадкового процесу і невипадкової функції дорівнює дисперсії 

випадкового процесу: 

D(X(t) + φ(t)) = Dx(t). 

Математичне очікування, дисперсія і середнє квадратичне відхилення характеризують 

випадковий процес далеко не повністю. Знаючи тільки ці три характеристики, зокрема, нічого 

не можна сказати про степінь залежності двох перерізів. Для оцінки цієї залежності вводять нову 

характеристику – кореляційну функцію. 

Кореляційною функцією випадкового процесу X(t) називають функцію Kx(t1, t2) двох 

незалежних аргументів t1 і t2, значення якої при кожній парі фіксованих значень аргументів 

дорівнює кореляційному моменту відповідних їм перерізів (7.4): 

                                      Kx(t1, t2) = M((X(t1) – mx(t1)) ((X(t2) – mx(t2)).                                 (7.4) 

При рівних між собою значеннях аргументів t1 = t2 =t кореляційна функція випадкового 

процесу дорівнює його дисперсії: 

Kx(t, t) = M((X(t) – mx(t))
2) = Dx(t). 

Властивості кореляційної функції: 

1) кореляційна функція симетрична відносно своїх аргументів: 

Ky(t1, t2) = Kx(t2, t1); 

2) якщо φ(t) – невипадкова функція, а процес Y(t) = X(t) + φ(t), то my(t) = mx(t) + φ(t),  

Ky(t1, t2) = Kx(t1, t2); 

3) якщо φ(t) – невипадкова функція, а процес Y(t) = X(t)φ(t), то my(t) = mx(t) φ(t),  

Ky(t1, t2) = φ(t1) φ(t2) Kx(t1, t2). 

Випадкові процеси (ВП) класифікують за такими ознаками: 

1) за залежністю характеристик ВП від початку відліку t: стаціонарні; нестаціонарні;  

2) за типом аргументу t і реалізацій: дискретні ВП з дискретним часом; неперервні ВП з 

дискретним часом; дискретні ВП з неперервним часом; неперервні ВП з неперервним часом;  

3) за складністю математичного апарату: загального вигляду ВП; напівмарковські ВП; 

марковські ВП. 

Для нестаціонарного ВП усі його характеристики змінюються з плином часу. ВП, 

характеристики якого не залежать від вибору початку відліку, тобто є однорідними щодо часу, 

називається стаціонарним. Математичне очікування і дисперсія стаціонарного ВП сталі, тобто 

mx(t) = mx = const, Dx(t) = Dx = const, а кореляційна функція Kx(t, θ) залежить тільки від величини 

різниці між аргументами t і θ: Kx(t, θ) = K(θ – t) = Kx(τ). 
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Для будь-якого ВП функція Kx(t, θ) симетрична, тобто Kx(t, θ) = Kx(θ, t). Тоді для 

стаціонарного процесу одержимо: Kx(τ) = Kx(-τ). 

Припустимо, що у випадкові моменти часу відбувається деяка подія. Нас цікавить число 

появ цієї події в проміжках часу від 0 до t. Позначимо це число через ξ(t). Відносно процесу появи 

події припустимо, що він: 1) стаціонарний; 2) без наслідків; 3) ординарний. В ці припущення 

вкладається наступний зміст: 

1) стаціонарність означає, що ймовірність появи k подій в будь-який проміжок часу 

залежить тільки від числа k і від тривалості t проміжку часу і не залежить від початку його 

відліку, тобто ймовірність появи k подій за проміжок часу тривалістю t є функцією, залежною 

тільки від k і t; 

2) відсутність наслідків означає, що ймовірність появи k подій в будь-який проміжок часу 

не залежить від того, появились чи не появились події в моменти часу, які передували цьому 

проміжку, тобто передісторія потоку не впливає на ймовірності появи подій в близькому 

майбутньому; 

3) ординарність полягає в тому, що поява двох і більше подій за малий проміжок часу 

практично неможлива, тобто ймовірність появи більше однієї події за малий проміжок часу 

значно менша ймовірності появи тільки однієї події. 

Послідовність подій, які наступають у випадкові моменти часу, називають потоком 

подій. Потік подій, який має властивості 1) – 3), називають найпростішим або пуасонівським. 

Інтенсивністю потоку λ називають середнє число подій, які появляються за одиницю 

часу. Якщо стала інтенсивності потоку λ відома, то ймовірність появи k подій простішого потоку 

за час t  визначається за формулою Пуассона (7.5): 

                                                      𝑃𝑡(𝑘) =
(λt)𝑘𝑒−λt

𝑘!
.                                                              (7.5) 

Ланцюгом Маркова називається послідовність випробувань, в кожному з яких може 

відбутися одна і тільки одна із k несумісних подій A4, A2, …, Ak повної групи, причому умовна 

ймовірність pij(s) того, що в s-му випробуванні наступить подія 𝐴𝑗(𝑗 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅) за умови, що в (s-1)-

му випробуванні появилась подія 𝐴𝑖(𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅), не залежить від результатів попередніх 

випробувань. 

Наприклад, якщо послідовність випробувань утворює ланцюг Маркова, а повна група 

складається із чотирьох несумісних подій A4, A2, A3, A4, причому відомо, що в 6-му випробуванні 

появилась подія A2, то умовна ймовірність того, що в 7-му випробуванні появиться подія A4 

(тобто ймовірність p24(7)), не залежить від того, які події появились в 1-, 2-, …, 5-му 

випробуваннях. 

Часто в теорії ланцюгів Маркова дотримуються іншої термінології і говорять про деяку 

фізичну систему S, яка в кожний момент часу перебуває в одному із k станів: S1, S2, …, Sk і в 

окремі моменти часу змінює свій стан, тобто переходить із одного стану, наприклад i, в інший, 

наприклад j. Зокрема, після випробування система може залишитись в тому ж стані (“перейти” 

із стану i в стан j). Таким чином, в новій термінології події, які утворюють повну групу, 

називають станами системи, а випробування – змінами її станів. Якщо зміна станів відбувається 

в певні фіксовані моменти часу, то кажуть, що розглядається ланцюг Маркова з дискретним 

часом (дискретний марковський процес (МП)), якщо перехід із стану в стан можливий в будь-

який випадковий момент часу, то кажуть, що розглядається ланцюг Маркова з неперервним 

часом (неперервний МП). За введеною термінологією ланцюгом Маркова називають 

послідовність випробувань, в кожному з яких система приймає один із k станів повної групи, 

причому умовна ймовірність pij(s) того, що в s-му випробуванні система буде знаходитись в 

стані j за умови, що в (s-1)-му випробувані вона знаходилась в стані i не залежить від результатів 

решти, раніше проведених випробувань. 

Ланцюг Маркова називається однорідним, якщо умовна ймовірність pij(s) не залежить 

від s, в цьому випадку пишуть pij(s) = pij. 

 

Предмет теорії масового обслуговування та області її застосування при вирішенні задач 

оптимізації АТТ 
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Теорія масового обслуговування вийшла з теорії ймовірностей. Начало розробки 

практичних задач масового обслуговування поклав співробітник Копенгагенської телефонної 

компанії датський математик А.К. Ерланг (1878 - 1929 р.) у період між 1908-1922 рр. В 1909 

р. з'явилася його робота "Теорія ймовірностей і телефонні переговори" й інші публікації, у 

яких були сформульовані перші прикладні задачі телефонії. Ці задачі були пов'язані з 

необхідністю впорядкувати роботу телефонної мережі й розробити методи оцінки якості 

обслуговування споживачів залежно від числа використовуваних пристроїв. 

Узагальнення методів рішення різноманітних задач і розробка загальної теорії масового 

обслуговування пов'язана з ім'ям радянського математика О.Я. Хінчіна. У його книзі 

"Математичні методи теорії масового обслуговування" вперше були сформульовані загальні 

ідеї й методи теорії. Подальший розвиток теорії масового обслуговування пов'язане з ім'ям 

радянського математика Б.В. Гнеденко і його учнів А.М. Колмогорова, Н.П. Бусленко й ін. Із 

закордонних авторів відомі Д. Кендалл, Ф. Паллачек, Л. Токач й ін. 

Загальною особливістю задач із застосуванням теорії масового обслуговування є 

випадковий характер досліджуваних процесів. Однієї з типових життєвих ситуацій варто 

вважати утворення черг при задоволенні яких-небудь потреб, що приводить до втрат робочого 

часу й непродуктивній витраті різних ресурсів. 

У багатьох галузях людської діяльності мають місце процеси, що носять характер 

масового обслуговування: 

- побутове обслуговування – обслуговування продавцями покупців у магазинах, ремонт 

різних побутових предметів у майстерень, розмови по телефоні, надання медичної допомоги, 

бібліотечне обслуговування, готельне обслуговування, пожежне обслуговування й т.п.; 

- у військовій справі – обстріл літаків, катерів й інших видів техніки супротивника, так 

само як і бомбування з літака; 

- у виробництві – транспортне й ремонтне обслуговування, організація постачання. 

Типовим прикладом задачі масового обслуговування в авіації є обслуговування одним 

авіаційним техніком групи літаків. Якщо за техніком закріплено недостатньо літаків, то в 

моменти їхньої справності він простоює, якщо багато – він не може їх вчасно обслужити. 

Аналогічна ситуація виникає, якщо декілька (n) літаків обслуговується декількома (r) 

техніками. 

Основи знань про черги, іноді називані теорією черг або теорією масового 

обслуговування, становлять важливу частину теорії управління виробництвом. Черги – 

звичайне явище. Вони можуть носити форму очікування ремонту літака в інжиніринговому 

центрі або очікування студентами консультації у професора. У табл. 7.1 перераховані деякі 

приклади виникнення черг у системах масового обслуговування. 

Таблиця 7.1 – Приклади виникнення черг у системах масового обслуговування 
Ситуація Очікують у черзі Процес обслуговування 

Супермаркет  Покупці  Прийом касиром платні за покупки 

Приймальня лікаря Пацієнти Прийом лікарем 

Комп’ютер Комп’ютерні програми  Виконання процесором 

Телефонна компанія  Абоненти  
Виконання заказів на міжміські 

переговори 

 

Моделі черг (як і лінійне програмування, моделі управління запасами, методи 

мережевого аналізу проєктів) використовуються й у сфері управління матеріальним 

виробництвом, і в сфері обслуговування. Аналіз черг у термінах довжини черги, середнього 

часу очікування, середнього часу обслуговування й інших факторів допомагає нам краще 

зрозуміти принципи організації системи обслуговування. Очікування пацієнта в приймальні 

лікаря й очікування лагодження зламаного дриля в ремонтній майстерні мають багато 

загального з погляду управління процесом обслуговування. Обидва процеси використовують 

людські ресурси й ресурси обладнання для задоволення потреб клієнтів. 

Фахівець, ухвалюючи рішення щодо удосконалюванні системи масового 

обслуговування, оцінює зміни, що виникають у витратах на функціонування системи й у 

витратах, пов'язаних з очікуванням клієнтів. Можна найняти велику кількість співробітників, 
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які будуть швидко обслуговувати клієнтів. Так, адміністратор супермаркету може зменшити 

черги в каси, збільшуючи у години пік кількість продавців і касирів. Для роботи в касах банків 

або аеропортів у години пік можуть бути притягнуті додаткові співробітники. Однак зниження 

часу очікування звичайно пов’язане з витратами на створення й оснащення робочих місць, з 

оплатою праці додаткового персоналу. Ці витрати можуть бути досить значні. 

Можна заощадити на трудовитратах. Але тоді клієнт може не дочекатися 

обслуговування або втратити бажання повернутися ще раз. В останньому випадку система 

масового обслуговування буде зазнавати втрат, які можна назвати витратами очікування. У 

деяких системах обслуговування, наприклад у швидкій допомозі, витрати, пов'язані із 

тривалим очікуванням, можуть виявитися надзвичайно високими. Основний економічний 

принцип удосконалювання систем масового обслуговування складається в оцінці загальних 

очікуваних витрат, що включають витрати на обслуговування й втрати, які несе система в 

результаті очікування клієнта. 

Теорія масового обслуговування вивчає закономірності протікання процесів, 

пов'язаних з масовим обслуговуванням, розробкою кількісних методів пошуку таких 

об'єктивних характеристик, які забезпечують своєчасне задоволення вимог на 

обслуговування. 

У вітчизняній і закордонній літературі теорію масового обслуговування називають по-

різному: теорією лінії очікування, теорією черг, теорією групоутворення, проблемами 

скупченості й ін. Ця наукова дисципліна займається описом, аналізом і дослідженням різних 

за своїм змістом явищ із метою виявлення й створення необхідних передумов для їхнього 

якісного функціонування. При цьому під якістю обслуговування розуміється не те, як добре 

виконана робота, а наскільки вона вчасно виконана, чи не утвориться черга на обслуговування 

вимог або чи не відбувається втрата вимог на обслуговування через одночасну зайнятість 

обслуговуючого персоналу. 

У самому загальному виді черга на обслуговування може виникати з наступних причин: 

- недостатня кількість або недостатня продуктивність обслуговуючих апаратів 

(обслуговуючого персоналу); 

- нерегулярне надходження вимог; 

- зміна (варіювання) тривалості обслуговування. 

При організації виробництв, коли вимоги на обслуговування надходять рівномірно, 

через рівні проміжки часу, і коли вони вчасно обслуговуються, ніякої задачі масового 

обслуговування не виникає. 

 

Основні компоненти теорії масового обслуговування 
Система масового обслуговування (СМО) – це система, яка обслуговує вимоги, що 

надходять до неї (заявки). Основними елементами (компонентами) системи є: 

- вхідний потік вимог; 

- канали обслуговування; 

- черга вимог; 

- вихідний потік вимог. 

Вимоги (заявки) на обслуговування надходять через дискретні (постійні або випадкові) 

інтервали часу. 

Важливо знати закон розподілу вхідного потоку. 

Канали (прилади) необхідні для обслуговування цих заявок. Обслуговування триває 

деякий час, постійний або випадковий. 

Випадковий характер потоку заявок та часу обслуговування призводить до того, що в 

деякі моменти часу на вході СМО може виникнути черга, в інші моменти – канали можуть 

бути недозавантаженими або взагалі простоювати. Якщо у момент надходження заявки всі 

прилади зайняті, заявка копіюється у комірку буфера і чекає там початку обслуговування. 

Заявки, що знаходяться в буфері, складають чергу на обслуговування. 

Якщо всі комірки буфера зайняті, заявка отримує відмову в обслуговуванні і 

втрачається. 
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Процес роботи СМО представляє собою випадковий процес з дискретними станами та 

неперервним часом. Стан СМО змінюється стрибком в моменти реалізації подій (надходження 

нової або закінчення обслуговування вимоги, моменту, коли вимога, виходить з черги). 

З вимог, які вже обслуговані, формується вихідний потік. 

Кожна СМО, залежно від кількості каналів, їх продуктивності, характеру потоку заявок, 

має деяку пропускну здатність, яка дозволяє їй більш чи менш успішно справлятися з потоком 

вимог. 

Задача теорії масового обслуговування полягає в побудові моделей, які пов‘язують 

задані умови роботи СМО з показниками ефективності системи, що описують її спроможність 

впоратися з потоком вимог. Під ефективністю обслуговуючої системи розуміють 

характеристику рівня виконання цією системою функцій, для яких вона призначена. 

У системах масового обслуговування розрізняють три основних етапи, які проходить 

кожна заявка: 

1) поява заявки на вході в систему; 

2) проходження черги; 

3) процес обслуговування, після якого заявка залишає систему. 

На кожному етапі використовуються певні характеристики, які варто обговорити перш, 

ніж будувати математичні моделі. 

Характеристики входу: 

1) число заявок на вході (розмір популяції); 

2) режим надходження заявок у систему обслуговування; 

3) поводження клієнтів. 

Число заявок на вході. Число потенційно можливих заявок (розмір популяції) може 

вважатися або нескінченним (необмежена популяція), або кінцевим (обмежена популяція). 

Якщо число заявок, що надійшли на вхід системи з моменту початку процесу обслуговування 

добудь-якого заданого моменту часу, є лише малою частиною потенційно можливого числа 

клієнтів, популяція на вході розглядається як необмежена. Приклади необмежених популяцій: 

автомобілі, що проходять через пропускні пункти на швидкісних дорогах, покупці в 

супермаркеті й т.п. У більшості моделей черг на вході розглядаються саме необмежені 

популяції. 

Якщо кількість заявок, які можуть надійти в систему, порівняно із числом заявок, що 

вже перебувають у системі масового обслуговування, популяція 

вважається обмеженою. Приклад обмеженої популяції: комп'ютери, що належать конкретної 

організації й надходять на обслуговування в ремонтну майстерню. 

Режим надходження заявок у систему обслуговування. Заявки можуть надходити в 

систему обслуговування відповідно до певного графіка (наприклад, один пацієнт на прийом 

до стоматолога кожні 15 хв., один автомобіль на конвеєрі кожні 20 хв.) або випадковим 

образом. Появи клієнтів вважаються випадковими, якщо вони незалежні друг від друга й 

точно непередбачені. Часто в задачах масового обслуговування число появ в одиницю часу 

може бути оцінене за допомогою пуассонівського розподілу ймовірностей. При заданому 

темпі надходження (наприклад, два клієнти в годину або чотири вантажівки у хвилину) 

дискретний розподіл Пуассона описується наступною формулою: 

!x

e
)x(p

x 




 для х = 0, 1, …, 

де р (х) – ймовірність надходженнях заявок в одиницю часу; 

х – число заявок в одиницю часу; 

λ – середнє число заявок в одиницю часу (темп надходження заявок);  

е = 2,7182 – основа натурального логарифма. 

Відповідні значення ймовірностей р(х) неважко визначити за допомогою таблиці 

пуассонівського розподілу. Якщо, наприклад, середній темп надходження заявок - два клієнти 

в годину, то ймовірність того, що протягом години в систему не надійде ні однієї заявки, 

дорівнює 0,135, ймовірність появи однієї заявки - близько 0,27, двох - також близько 0,27, три 
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заявки можуть з'явитися з ймовірністю 0,18, чотири - з ймовірністю близько 0,09 і т.д. 

Ймовірність того, що за годину в систему надійдуть 9 заявок або більше, близька нулю. 

На практиці ймовірності появи заявок, зрозуміло, не завжди підкоряються 

пуассонівському розподілу (вони можуть мати якийсь інший розподіл). Тому потрібно 

проводити попередні дослідження для того, щоб перевірити, що пуассонівський розподіл 

може служити гарною апроксимацією. 

Поводження клієнтів. Більшість моделей черг ґрунтується на припущенні, що 

поводження клієнтів є стандартним, тобто кожна вступник у систему заявка встає в чергу, 

чекає обслуговування й не залишає систему доти, поки її не обслужать. Інакше кажучи, клієнт 

(людина або машина), що встала в чергу, чекає доти, поки він не буде обслужений, не залишає 

черга й не переходить із однієї черги в іншу. 

Життя значно складніше. На практиці клієнти можуть покинути чергу тому, що вона 

виявилася занадто довгою. Може виникнути й інша ситуація: клієнти чекають своєї черги, але 

з якихось причин ідуть необслугованими. Ці випадки також є предметом теорії масового 

обслуговування, однак тут не розглядаються. 

Характеристики черги: 

1) Довжина черги. Довжина може бути обмежена або не обмежена. Довжина черги 

(черга) обмежена, якщо вона за якимись причинами (наприклад, через фізичні обмеження) не 

може збільшуватися нескінченно. Якщо черга досягає свого максимального розміру, то 

наступна заявка в систему не допускається й відбувається відмова. Довжина черги не 

обмежена, якщо в черзі може перебувати будь-яке число заявок. Наприклад, черга 

автомобілів на бензозаправці. 

2) Правило обслуговування. Більшість реальних систем використовує правило «першим 

прийшов – першим пішов» (FIFO – first in, first out). У деяких випадках, наприклад у 

прийомному спокої лікарні, на додаток до цього правила можуть установлюватися різні 

пріоритети. Пацієнт із інфарктом у критичному стані, очевидно, буде мати пріоритет в 

обслуговуванні в порівнянні з пацієнтом, що зламав палець. Порядок запуску комп'ютерних 

програм – інший приклад установлення пріоритетів в обслуговуванні. 

Характеристики процесу обслуговування: 

1) Конфігурація системи обслуговування (число каналів і число фаз 

обслуговування). Системи обслуговування різняться по числу каналів обслуговування. 

Звичайна кількість каналів можна визначити як число клієнтів, обслуговування яких може 

бути почате одночасно, наприклад: число майстрів у перукарні. Приклади одноканальної 

системи обслуговування: банк, у якому відкрите єдине віконце для обслуговування клієнтів, 

або ресторан, що обслуговує клієнтів в автомобілях. Якщо ж у банку відкрито кілька віконець 

для обслуговування, клієнт очікує в загальній черзі й підходить до першому вікну, що 

звільнилося, то ми маємо справу із багатоканальної однофазовою системою обслуговування. 

Більшість банків, також, як поштові відділення й авіапарки, є багатоканальними системами 

обслуговування. 

2) Режим обслуговування. Як і режим надходження заявок, режим обслуговування 

може характеризуватися або постійним, або випадковим часом обслуговування. При 

постійному часі на обслуговування будь-якого клієнта затрачається однаковий час. Така 

ситуація може спостерігатися на автоматичній мийці автомобілів. Однак більш часто 

зустрічаються ситуації, коли час обслуговування має випадковий розподіл. У багатьох 

випадках можна припустити, що час обслуговування підкоряється експоненційному розподілу 

з функцією розподілу F(τ) = p(t< τ) =1–е–τµ, де р(t < τ) – ймовірність того, що фактичний час 

t обслуговування заявки не перевищить заданої величини τ - середнє число заявок, що 

обслуговуються в одиницю часу; е = 2,7182 - підстава натурального логарифма. 

Параметри моделей черг. При аналізі систем масового обслуговування 

використовуються технічні й економічні характеристики. 

Найбільше часто використовуються наступні технічні характеристики: 

1) середній час, що клієнт проводить у черзі; 

2) середня довжина черги; 
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3) середній час, що клієнт проводить у системі обслуговування (час очікування плюс 

час обслуговування); 

4) середнє число клієнтів у системі обслуговування; 

5) ймовірність того, що система обслуговування виявиться незайнятою; 

6) ймовірність певного числа клієнтів у системі. 

Серед економічних характеристик найбільший інтерес представляють наступні: 

1) витрати очікування в черзі; 

2) витрати очікування в системі; 

3) витрати обслуговування. 

 

Класифікація систем масового обслуговування 

Системи масового обслуговування класифікують за різними ознаками. 

Перша класифікація за наявністю черг: 

- системи з відмовами (без черги) - заявка, яка надійшла в момент, коли всі канали 

зайняті, отримує відмову, покидає СМО і надалі не обслуговується; 

- системи з очікуванням (з чергою) - заявка, що прийшла в момент, коли всі канали 

зайняті, не відкидається, а стає в чергу і чекає можливості бути обслугованою. В свою чергу 

класифікують: 

a) по довжині черги - з обмеженою довжиною черги, які допускають чергу, але з 

обмеженим числом місць в ній; 

b) за часом очікування - з обмеженим часом очікування, що допускають чергу, але з 

обмеженим терміном перебування кожної вимоги в ній; 

c) по дисципліні обслуговування – з обслуговуванням по пріоритету, що допускають 

чергу, але деякі заявки обслуговуються поза чергою (тобто по пріоритету): 

FIFO (First Input - First Output): першим прийшов - першим обслужений; 

LIFO (Last Input - First Output): останнім прийшов - першим обслужений; 

FIRO (First Input - Random Output): першим прийшов - обслужений у випадковому 

порядку; 

обслуговування з пріоритетами. 

Друга класифікація за числом каналів обслуговування: 

- одноканальні; 

- багатоканальні. 

Третя класифікація за місцем знаходження джерела вимог: 

- розімкнені, коли джерело знаходиться поза системою. Характеристики потоку заявок 

в такій системі не залежать від того, в якому стані сама СМО (скільки каналів зайнято); 

- замкнені, коли джерело знаходиться в самій системі. У такому разі - залежать. 

Четверта класифікація за числом фаз (або послідовних етапів) обслуговування 

одного клієнта: 

- однофазовими є такі системи, у яких клієнт обслуговується в одному пункті (на 

одному робочому місці), потім залишає систему. Ресторан для обслуговування автомобілів, у 

якому офіціант одержує гроші й приносить замовлення в автомобіль, являє приклад 

однофазової системи;  

- якщо ж у ресторані потрібно зробити замовлення в одному місці, оплатити його в 

іншому й одержати їжу в третьому, то ми маємо справу із багатофазовою (три фази) 

системою обслуговування. 

На рис. 7.1 наведені системи обслуговування різної конфігурації. 
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Рисунок 7.1 – Системи масового обслуговування різної конфігурації 

 

Однією з форм класифікації систем масового обслуговування є кодова (символьна) 

класифікація Д. Кендалла. За цією класифікацією для позначення типу CMО 

використовуються позначення вигляду X/Y/N/n. Де X – закон розподілу інтервалів 

надходження заявок, Y – закон розподілу часу обслуговування, N – число каналів 

обслуговування, n – число місць в черзі. 

Позначення законів розподілу в позиціях X і Y виконується зазвичай буквами з 

наступного списку: 

М – експоненційне, 

Ek – ерлангівське порядку k, 

R – рівномірне, 

D – детерміноване (постійна величина) 

G – довільне (будь-якого вигляду) і т.д. 

Якщо число місць в черзі не обмежене, то позиція n не вказується. Наприклад, M | M | 1 

означає просту СМО (обидва розподіли експоненційні, канал обслуговування один, черга не 

обмежена), а позначення R | D | 2 | 100 відповідає СМО з рівномірним розподілом інтервалів 

вступу вимог, фіксованим часом їх обслуговування, двома каналами і 100 місцями в черзі. У 

цій СМО заявки, що приходять в моменти, коли всі місця в черзі зайняті, покидають систему 

(тобто втрачаються). 

 

Моделювання функціонування систем масового обслуговування.  

Залежно від сполучення наведених вище характеристик можуть розглядатися різні 

моделі систем масового обслуговування. 

Ознайомимося з декількома найбільш відомими моделями. Всі вони мають наступні 

загальні характеристики: 

а) пуассонівський розподіл ймовірностей надходження заявок;  

б) стандартне поводження клієнтів; 

в) правило обслуговування FIFO (першим прийшов – першим обслужений); 

г) єдина фаза обслуговування. 

I. Модель А – модель одноканальної системи масового обслуговування 

М/М/1 з пуассонівським вхідним потоком заявок і експоненційним часом 

обслуговування. 
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Найбільше часто зустрічаються задачі масового обслуговування з єдиним каналом. У 

цьому випадку клієнти формують одну чергу до єдиного пункту обслуговування. Припустимо, 

що для систем цього типу виконуються наступні умови: 

1. Заявки обслуговуються за принципом «першим прийшов — першим 

обслужений» (FIFO), причому кожний клієнт очікує своєї черги до кінця незалежно від 

довжини черги. 

2. Появи заявок є незалежними подіями, однак середнє число заявок, що надходять в 

одиницю часу, незмінно. 

3. Процес надходження заявок описується пуассонівським розподілом, причому заявки 

надходять із необмеженої множини. 

4. Час обслуговування описується експоненційним розподілом ймовірностей. 

5. Темп обслуговування вище темпу надходження заявок. 

Нехай λ - число заявок в одиницю часу; μ - число клієнтів, що обслуговуються в 

одиницю часу; п - число заявок у системі. 

Тоді система масового обслуговування описується рівняннями, наведеними нижче. 

Формули для опису системи М/М/1: 

𝐿𝑠 =
λ

𝜇−λ
 - середнє число клієнтів у системі; 

𝑊𝑠 =
1

𝜇−λ
 - середній час обслуговування одного клієнта в системі (час очікування плюс 

час обслуговування); 

𝐿𝑞 =
λ2

𝜇(𝜇−λ)
 - середнє число клієнтів у черзі; 

𝑊𝑞 =
λ

𝜇(𝜇−λ)
 - середній час очікування клієнта в черзі; 

𝑟 =
λ

𝜇
 - характеристика завантаженості системи (доля часу, протягом якого система 

зайнята обслуговуванням); 

𝑃0 = 1 −
λ

𝜇
 - ймовірність відсутності заявок у системі; 

𝑃𝑛>𝑘 = (
λ

𝜇
)𝑘+1  - ймовірність того, що в системі перебуває більш ніж k заявок. 

II. Модель В – багатоканальна система обслуговування M/M/S. У багатоканальній 

системі для обслуговування відкриті два канали або більш. Передбачається, що клієнти 

очікують у загальній черзі й звертаються в перший канал, що звільнився, обслуговування. 

Приклад такої багатоканальної однофазової системи можна побачити в багатьох 

банках: із загальної черги клієнти звертаються в перше віконце, що звільнилося, для 

обслуговування. 

У багатоканальної системі потік заявок підкоряється пуассонівському закону, а час 

обслуговування — експоненційному. Прихожий першим обслуговується першим, і всі канали 

обслуговування працюють в однаковому темпі. Формули, що описують модель В, досить 

складні для використання. Для розрахунку параметрів багатоканальної системи 

обслуговування зручно використовувати відповідне програмне забезпечення. 

Для багатоканальної системи з необмеженою чергою повинне r виконуватися умова  

n < 1, де r – параметр завантаження системи (середнє число зайнятих каналів), п – мінімальна 

кількість каналів, при якому черга не буде рости нескінченно. У противному випадку граничні 

ймовірності існувати не можуть. 

Формули для опису системи M/M/S: 

𝑃0 = (1 +
𝑟

1!
+

𝑟2

2!
+ ⋯ +

𝑟𝑛

𝑛!
+

𝑟𝑛+1

𝑛!(𝑛−𝑟)
)

−1

 - ймовірність того, що система вільна; 

𝑃𝑛 =
𝑟𝑛

𝑛!
𝑃0 - ймовірність того, що в системі перебуває п заявок; 

𝑃𝑞 =
𝑟𝑛+1

𝑛!(𝑛−𝑟)
𝑃0 - ймовірність того, що заявка виявиться в черзі; 

𝑟 =
λ

𝜇
 - середнє число зайнятих каналів; 
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𝐿𝑞 =
𝑟𝑛+1𝑃0

𝑛∙𝑛!(1−
𝑟

𝑛
)2

 - середнє число заявок у черзі; 

𝐿𝑠 = 𝐿𝑞 + 𝑟 - середнє число заявок у системі; 

𝑊𝑞 =
1

λ
𝐿𝑞 - час знаходження заявки в черзі; 

𝑊𝑠 =
1

λ
𝐿𝑠 - час знаходження заявки в системі. 

III. Модель С – модель із постійним часом обслуговування M/D/1. Деякі системи мають 

постійний, а не експоненційно розподілений час обслуговування. У таких системах клієнти 

обслуговуються протягом фіксованого періоду часу, як, наприклад, на автоматичній мийці 

автомобілів. Для моделі С з постійним темпом обслуговування значення величин Lq і Wq удвічі 

менше, ніж відповідні значення в моделі А, що має змінний темп обслуговування. 

Формули, що описують модель В: 

𝐿𝑞 =
λ2

2𝜇(𝜇−λ)
 - середня довжина черги; 

𝑊𝑞 =
λ

2𝜇(𝜇−λ)
 - середній час очікування в черзі; 

𝐿𝑠 = 𝐿𝑞 +
λ

𝜇
 - середнє число клієнтів у системі; 

𝑊𝑠 = 𝑊𝑞 +
1

𝜇
 - середній час очікування в системі. 

IV. Модель D – модель із обмеженою популяцією. 

Якщо число потенційних клієнтів системи обслуговування обмежено, ми маємо справу 

зі спеціальною моделлю. Таке завдання може виникнути, наприклад, якщо мова йде про 

обслуговування устаткування технічної служби, що має п'ять верстатів. 

Особливість цієї моделі в порівнянні із трьома розглянутими раніше в тім, що 

існує взаємозалежність між довжиною черги й темпом надходження заявок. 

V. Модель Е – модель із обмеженою чергою. Модель відрізняється від попередніх тем, 

що число місць у черзі обмежено. У цьому випадку заявка, що прибула в систему, коли всі 

канали й місця в черзі зайняті, залишає систему необслугованою, тобто одержує відмову. 

Як окремий випадок моделі з обмеженою чергою можна розглядати модель із 

відмовами, якщо кількість місць у черзі скоротити до нуля. 

Порівняльна характеристика різних моделей систем масового обслуговування наведена 

в табл. 7.2. 

Таблиця 7.2 – Порівняльна характеристика різних моделей СМО 

Модель 
Назва (технічне 

найменування) 
Приклад 

Число 

каналів 

Число 

фаз 

Розподілення 

часу 

надходження 

Розподілення 

часу 

обслуговування 

Кількість 

клієнтів 

Порядок 

проходження 

черги 

А 
Проста система 

(M/M/I) 

Довідкове 

бюро в 

магазині 

Один Одна Пуассонівське Експоненційне Необмежене FIFO 

В 

Багатоканальна 

система 

(M/M/S) 

Каси 

аеропорту  
Декілька Одна Пуассонівське Експоненційне Необмежене FIFO 

С 
Рівномірне 

обслуговування 

(M/D/I) 

Автоматична 

мийка 
Один Одна Пуассонівське Постійне Необмежене FIFO 

D Обмежена 

популяція 

Літаки 

невеликої 

авіакомпанії 

Один Одна Пуассонівське Експоненційне Обмежене FIFO 

Е 
Обмежена 

довжина черги 

Кількість 

посадкових 

місць в 

перукарні 

Декілька Одна Пуассонівське Експоненційне Обмежене FIFO 

 

Процеси загибелі та розмноження 
У теорії масового обслуговування широке поширення має спеціальний клас випадкових 

процесів – так званий процес загибелі і розмноження (Марковський процес з дискретними 

станами і безперервним часом, Марковський ланцюг). Назва цього процесу пов'язана з рядом 

біологічних задач, де він є математичною моделлю зміни чисельності біологічних популяцій. 
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Граф станів процесу загибелі і розмноження має вигляд, показаний на рис. 7.2. 

 
Рисунок 7.2 – Граф станів процесу загибелі і розмноження 

 

Розглянемо впорядковану множину станів системи S0, S1, S2, …, Sk. Переходи можуть 

здійснюватися з будь-якого стану тільки в стани з сусідніми номерами, тобто зі стану Sk 

можливі переходи тільки або в стан Sk-1, або в стан Sk+1. 

Припустимо, що всі потоки подій, що переводять систему по стрілках графа, 

найпростіші з відповідними інтенсивностями λk, k+1 або λk+1, k.  

З графу, представленого на рис. 7.2, складемо і вирішимо рівняння алгебри для 

граничних ймовірностей станів (їх існування випливає з можливості переходу з кожного 

стану в кожний інший і кінцевості числа станів). 

Відповідно до правила складання таких рівнянь отримаємо:  

для стану S0: 

λ01p0 = λ10p1, 

для стану S1: 

(λ12 + λ10)p1 = λ01p0 + λ21p2, яке приводиться до вигляду λ12p1 = λ21p2. 

Аналогічно, записуючи рівняння для граничних ймовірностей інших станів, можна 

отримати наступну систему рівнянь (рівняння Колмогорова для стаціонарного режиму) (7.6): 

λ01p0 = λ10p1; 

λ12p1 = λ21p2; 

                                                                 …………….     (7.6) 

λk-1, kpk-1 = λk, k-1pk; 

……………. 

λn-1, npn-1 = λn, n-1pn, 

до якої додається нормувальна умова (7.7): 

p0 + p1 + p2 + … + pn = 1    (7.7) 

Вирішуючи наведену систему рівнянь (7.6)-(7.7), можна отримати (7.8)-(7.9): 

𝑝0 = (1 +
𝜆01

𝜆10
+

𝜆12𝜆01

𝜆21𝜆10
+ ⋯ +

𝜆𝑛−1,𝑛…𝜆12𝜆01

𝜆𝑛,𝑛−1…𝜆21𝜆10

)
−1

,    (7.8) 

𝑝1 =
𝜆01

𝜆10
𝑝0, 𝑝2 =

𝜆12𝜆01

𝜆21𝜆10
𝑝0, …, 𝑝𝑛 =

𝜆𝑛−1,𝑛…𝜆12𝜆01

𝜆𝑛,𝑛−1…𝜆21𝜆10

𝑝0.   (7.9) 

Легко помітити, що в формулах (7.9) для p1, p2, …, pn коефіцієнти р0 є складовими, які 

стоять після одиниці у формулі (7.8). Чисельники цих коефіцієнтів представляють добуток 

всіх інтенсивностей, які стоять біля стрілок, що ведуть зліва направо до даного стану Sk (k = 1, 

2, …, n), а знаменники – добуток всіх інтенсивностей, що стоять біля стрілок, що ведуть справа 

наліво зі стану Sk до S0. 

 

7.5 Висновки по лекції 

Випадковим (стохастичним) процесом називають випадкову функцію аргументу t, 

який відіграє роль часу. Випадкові процеси мають характеристики: математичне очікування, 

дисперсію, середнє квадратичне відхилення, кореляційну функцію. 

Для нестаціонарного ВП усі його характеристики змінюються з плином часу. ВП, 

характеристики якого не залежать від вибору початку відліку, тобто є однорідними щодо часу, 

називається стаціонарним. 

Система масового обслуговування – це система, яка обслуговує вимоги, що 

надходять до неї (заявки). Основними елементами (компонентами) системи є: вхідний потік 

вимог; канали обслуговування; черга вимог; вихідний потік вимог. 

СМО класифікують за різними ознаками: за наявністю черг, за числом каналів 

обслуговування, за місцем знаходження джерела вимог, за числом фаз (або послідовних 

етапів) обслуговування одного клієнта. 
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Найбільш відомі моделі СМО мають наступні загальні характеристики: 

пуассонівський розподіл ймовірностей надходження заявок; стандартне поводження клієнтів; 

правило обслуговування FIFO (першим прийшов – першим обслужений); єдина фаза 

обслуговування. 

У теорії масового обслуговування широке поширення має спеціальний клас випадкових 

процесів – так званий процес загибелі і розмноження (Марковський процес з дискретними 

станами і безперервним часом, Марковський ланцюг).  

 

Тема 8 Застосування методу імітаційного моделювання для оптимізації авіаційних 

транспортних технологій (2 год.) 

8.1 Мета та завдання лекції 

Метою лекції є ознайомлення з роллю імітаційного моделювання в оптимізації 

виробничих процесів на авіаційному транспорті (авіаційних підприємствах/підприємствах 

туристичної індустрії). 

Завдання лекції: 

- ознайомитись з предметом та областями застосування імітаційного 

моделювання;  

- розглянути метод Монте-Карло; 

- розкрити підходи до визначення необхідного числа випробувань;  

- розглянути способи моделювання випадкових величин з заданим законом 

розподілу; 

- розглянути етапи розвитку обчислювальної техніки і застосування сучасних 

технологій для моделювання виробничих процесів.  

 

8.2 План лекції 

8.1 Предмет і області застосування імітаційного моделювання при вирішенні задач 

оптимізації АТТ. 

8.2 Загальні відомості про статистичне моделювання (метод Монте-Карло). 

8.3 Визначення необхідного числа випробувань. 

8.4 Моделювання випадкових величин з заданим законом розподілу. 

8.5 Розвиток обчислювальної техніки і застосування сучасних технічних засобів для 

оптимізації АТТ. 

 

8.3 Основні категорії, ключові поняття та визначення теми 

Генератор випадкових чисел – обчислювальний або фізичний пристрій, 

спроєктований для генерації послідовності номерів чи символів, які не відповідають будь-

якому шаблону, тобто, є випадковими. 

Імітаційна модель (у вузькому значенні) – логіко-математичний опис об'єкта, який 

може бути використаний для експериментування на комп'ютері в цілях проєктування, аналізу 

і оцінки функціонування об'єкта.  

Імітаційне моделювання – це метод дослідження, заснований на тому, що система, 

яка вивчається, замінюється імітатором і з ним проводяться експерименти з метою отримання 

інформації про цю систему. 

Комп'ютер (ЕОМ) (від англ. computer - обчислювач) – електронно-обчислювальний 

пристрій, який виконує операції введення інформації, її зберігання, обробки за певною 

програмою, а також виведення отриманих результатів у формі, придатної для сприйняття 

людиною.  

Метод статистичного моделювання (метод Монте-Карло) – це спосіб дослідження 

невизначених (стохастичних) економічних об’єктів і процесів, коли не повністю (до певної 

міри) відомими є внутрішні взаємодії в цих системах. 

Обчислювальна машина – це технічний пристрій, призначений для введення, 

збереження, обробки і виводу інформації. 

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%86%D0%BC%D1%96%D1%82%D0%B0%D1%86%D1%96%D0%B9%D0%BD%D0%B0_%D0%BC%D0%BE%D0%B4%D0%B5%D0%BB%D1%8C
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D0%BC%D0%BF%27%D1%8E%D1%82%D0%B5%D1%80
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%BE%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%83%D0%B2%D0%B0%D0%BD%D0%BD%D1%8F
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BD%D0%B0%D0%BB%D1%96%D0%B7
https://uk.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%86%D0%BC%D1%96%D1%82%D0%B0%D1%82%D0%BE%D1%80&action=edit&redlink=1
https://uk.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%95%D0%BA%D1%81%D0%BF%D0%B5%D1%80%D0%B8%D0%BC%D0%B5%D0%BD%D1%82_(%D1%81%D1%82%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0)&action=edit&redlink=1
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%86%D0%BD%D1%84%D0%BE%D1%80%D0%BC%D0%B0%D1%86%D1%96%D1%8F
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0
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Обчислювальні оператори – описують будь-яку, як завгодно складну і громіздку групу 

операцій. 

Оператори формування реалізацій випадків процесів – вводяться для імітації дії 

різних випадкових факторів, які супроводжують досліджуваний процес. За допомогою цих 

операторів виконується реалізація випадкових подій, випадкових величин, випадкових 

факторів і т. ін. 

Оператори формування невипадкових величин - формують різні константи і 

невипадкові функції часу. 

Псевдовипадкові (випадкові) числа – це числа, отримані за деяким правилом 

(формулою), що імітує значення випадкової величини. 

 

8.4 Текст лекції 

 

Предмет і області застосування імітаційного моделювання при вирішенні задач 

оптимізації АТТ 

Імітаційне моделювання охоплює методологію створення моделей систем, методи 

алгоритмізації та засоби програмних реалізацій імітаторів, планування, організацію і 

виконання на ЕОМ експериментів з імітаційними моделями, машинну обробку даних та аналіз 

результатів. 

Імітаційне моделювання – це метод, який дозволяє будувати моделі процесів, що 

описують, як ці процеси проходили б насправді. Таку модель можна «програти» в часі як для 

одного випробування, так і заданої їх кількості. При цьому результати визначатимуться 

випадковим характером процесів. За цими даними можна отримати достатньо стійку 

статистику. 

Імітаційне моделювання – це метод дослідження, заснований на тому, що система, 

яка вивчається, замінюється імітатором і з ним проводяться експерименти з метою отримання 

інформації про цю систему. Експериментування з імітатором називають імітацією (імітація – 

це дослідження сутності явища, не вдаючись до експериментів на реальному об'єкті).  

Імітаційне моделювання – це окремий випадок математичного моделювання. Існує 

клас об'єктів, для яких з різних причин не розроблені аналітичні моделі або не розроблені 

методи розв'язування задач про такі моделі. В цьому випадку математична модель замінюється 

імітатором або імітаційною моделлю.  

Імітаційна модель (у вузькому значенні) – логіко-математичний опис об'єкта, який 

може бути використаний для експериментування на комп'ютері в цілях проєктування, аналізу 

і оцінки функціонування об'єкта.  

Імітація як метод розв'язування нетривіальних задач отримала початковий розвиток у 

зв'язку із створенням ЕОМ в 1950х-1960х роках.  

Імітаційне моделювання, як інструмент експериментального дослідження складних 

систем, охоплює методологію створення моделей систем, методи алгоритмізації та засоби 

програмних реалізацій імітаторів, планування, організацію і виконання на ЕОМ експериментів 

з імітаційними моделями, машинну обробку даних та аналіз результатів. При цьому динамічні 

й стохастичні характеристики реальних процесів відображаються в моделі за допомогою 

спеціально сконструйованих процедур. 

Один з головних напрямів використання імітаційного моделювання – оцінка 

впливу різноманітних факторів на безпеку польотів: моделювання польоту ПС в нормальних 

умовах та позаштатних ситуаціях, прогнозування відмов авіаційної техніки, виникнення 

небезпечних метеоумов, помилок операторів АНС тощо. 

Машинна імітація являє собою цілий науковий напрям. Активне впровадження 

машинної імітації у сферу розв’язання різноманітних завдань організації і управління 

виробництвом, інтенсивна експлуатація імітаційних методів у всіх галузях інженерно-

економічної діяльності, широке залучення ідей і методів машинного моделювання до 

підготовки наукових і виробничих кадрів – важливі народногосподарські завдання, успішне 

виконання яких багато в чому визначить ефективність суспільного виробництва в цілому.  

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B5%D1%82%D0%BE%D0%B4
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%BE%D0%B4%D0%B5%D0%BB%D1%8C
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%BE%D1%86%D0%B5%D1%81
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D1%82%D0%BE%D1%85%D0%B0%D1%81%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D0%BF%D1%80%D0%BE%D1%86%D0%B5%D1%81
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D1%82%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%86%D0%BC%D1%96%D1%82%D0%B0%D1%82%D0%BE%D1%80&action=edit&redlink=1
https://uk.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%95%D0%BA%D1%81%D0%BF%D0%B5%D1%80%D0%B8%D0%BC%D0%B5%D0%BD%D1%82_(%D1%81%D1%82%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0)&action=edit&redlink=1
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%86%D0%BD%D1%84%D0%BE%D1%80%D0%BC%D0%B0%D1%86%D1%96%D1%8F
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%BD%D0%B5_%D0%BC%D0%BE%D0%B4%D0%B5%D0%BB%D1%8E%D0%B2%D0%B0%D0%BD%D0%BD%D1%8F
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BD%D0%B0%D0%BB%D1%96%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%BD%D0%B0_%D0%BC%D0%BE%D0%B4%D0%B5%D0%BB%D1%8C
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%86%D0%BC%D1%96%D1%82%D0%B0%D1%86%D1%96%D0%B9%D0%BD%D0%B0_%D0%BC%D0%BE%D0%B4%D0%B5%D0%BB%D1%8C
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D0%BC%D0%BF%27%D1%8E%D1%82%D0%B5%D1%80
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%BE%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%83%D0%B2%D0%B0%D0%BD%D0%BD%D1%8F
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BD%D0%B0%D0%BB%D1%96%D0%B7
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%9E%D0%9C
https://uk.wikipedia.org/wiki/1950-%D1%82%D1%96
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Надзвичайно важливу роль методи машинної імітації мають відігравати при 

розв’язанні проблем комп’ютеризації інформаційних процесів на підприємствах і в установах, 

при створенні інформаційних систем економіко-організаційного управління. Стратегія 

розвитку сучасних інформаційних систем, зокрема систем підтримки прийняття рішень, має 

забезпечити аналітику формулювання і розв’язання такого класу задач: 

1. Аналітичні – обчислення необхідних показників і статистичних характеристик 

бізнес-діяльності на основі ретроспективної (зверненої у минуле) інформації з баз даних.  

2. Візуалізація даних – наглядне графічне та табличне відображення наявної інформації.  

3. Здобуття знань – визначення взаємозв’язків і взаємозалежностей бізнес-процесів на 

базі існуючої інформації.  

4. Імітаційні – проведення на ЕОМ експериментів з математичними моделями, які 

описують поведінку складних систем. Задачі цього класу застосовуються для аналізу 

можливих наслідків прийняття того чи іншого рішення (аналіз типу «Що, якщо?..»).  

5. Синтез управління – визначення допустимих керуючих дій, які забезпечують 

досягнення поставлених цілей. 

6. Оптимізаційні – засновані на інтеграції імітаційних, управлінських, оптимізаційних 

та статистичних методів моделювання і прогнозування. Машинна імітація процесів 

управління виробництвом, зокрема для оптимізації планування виробництва в цехах і на 

дільницях машинобудівних підприємств, для оптимального керування страховими заділами 

деталей тощо, застосовується порівняно давно і досить успішно. Важлива роль відводиться 

машинній імітації в процесі автоматизації підприємства в цілому. Зазначається, що 

автоматизація роботи підприємства – дуже відповідальний крок. Ця робота передбачає три 

етапи: етап інжинірингу – побудова моделі діяльності компанії; етап реінжинірингу – 

здійснення аналізу й удосконалення моделі; етап управління – моніторинг роботи фірми в 

рамках створеної моделі. При цьому засобами аналізу виступають різні методики, зокрема 

такі, як функціонально-вартісний аналіз, імітаційне моделювання.  

Основною перевагою імітаційних моделей (simulation model) в порівнянні з 

аналітичними є можливість вирішувати завдання виняткової складності з урахуванням 

випадкових чинників. 

Метод імітаційного моделювання вдається успішно реалізувати за допомогою ЕОМ. 

Проте використання ЕОМ для цілей імітаційного моделювання вимагає вміння розробки 

моделюючого алгоритму, який повинен відтворити формальний процес складної системи. 

Моделюючий алгоритм дозволяє за вихідними даними отримати відомості про стани 

виробничого процесу в довільний момент часу. 

Розробка моделюючого алгоритму неможливо без глибокого знання модельованого 

об'єкта і його функціонування, причому, в процесі розробки відбувається поглиблення та 

уточнення розуміння об'єкта. Тому процес розробки моделі має і самостійне значення. 

Оскільки дозволяє виявити недоліки, розкрити резерви, відкрити нові можливості об'єкта ще 

до моделювання і дати важливі практичні рекомендації щодо вдосконалення об'єкту і 

підвищенню ефективності його функціонування. 

Однією з переваг моделювання виробничих процесів є можливість розгляду змінних 

факторів у всьому діапазоні їх значень. 

 

Загальні відомості про статистичне моделювання (метод Монте-Карло) 

Метод статистичного моделювання (метод Монте-Карло) – це спосіб дослідження 

невизначених (стохастичних) об’єктів і процесів, коли не повністю (до певної міри) відомі 

внутрішні взаємодії в цих системах. 

Цей метод полягає у модельному відтворенні процесу за допомогою стохастичної 

математичної моделі та обчисленні характеристик цього процесу. Одне таке відтворення 

можливого (випадкового) стану функціонування модельованої системи називають реалізацією 

(чи імітаційним прогоном; далі – прогоном). 

Після кожного прогону реєструють сукупність параметрів, що характеризують 

випадкову подію (її реалізацію). Метод ґрунтується на багатократних прогонах (випадкових 
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реалізаціях) на підставі побудованої моделі з подальшим статистичним опрацюванням 

отриманих даних з метою визначення числових характеристик досліджуваного об’єкта 

(процесу) у вигляді статистичних оцінок його параметрів. Процес моделювання економічної 

системи зводиться до машинної імітації досліджуваного процесу, котрий моделюється на 

ЕОМ з усіма суттєвими невизначеностями, випадковостями і породженим ними ризиком. 

Імітаційне моделювання нерідко має назву симулятивного моделювання. Перші відомості про 

метод Монте-Карло були опубліковані в кінці 40-х рр. ХХ століття. Авторами методу є 

американські математики – економісти Дж. Нейман і С. Улам. 

Метод Монте-Карло (за назвою міста, яке відоме своїми гральними домами) – 

загальна назва групи числових методів, заснованих на одержанні великої кількості реалізацій 

стохастичного (випадкового) процесу, який формується у той спосіб, щоб його імовірнісні 

характеристики збігалися з аналогічними величинами задачі, яка вирішується. 

Використовується для вирішення задач у фізиці, математиці, економіці, оптимізації, теорії 

управління тощо.  

Метод Монте-Карло, який називають також методом статистичного моделювання, 

дає змогу вирішувати ймовірнісні проблеми статистичними методами. Теорія цього методу 

вказує, як найдоцільніше вибрати випадкову величину X, як знайти її можливі значення. 

Метод Монте-Карло тісно пов'язаний із завданнями теорії ймовірностей, математичної 

статистики й обчислювальної математики. У зв'язку із завданням моделювання випадкових 

величин (особливо рівномірно розподілених) істотну роль відіграють також методи теорії 

чисел. 

Метод Монте-Карло придатний для вирішення багатьох завдань, пов'язаних із 

моделюванням надзвичайних ситуацій, тому його застосування виправдане насамперед у тих 

завданнях, які допускають теоретико-ймовірнісний опис. 

Оскільки метод Монте-Карло потребує проведення великої кількості випробувань, 

його часто називають методом статистичних випробувань. Він має деякі очевидні переваги: 

• не потребує жодних припущень щодо регулярності за винятком квадратичної 

інтегрованості; це може бути корисним, тому що в багатьох випадках трапляються дуже 

складні функції, властивості регулярності яких непросто встановити; 

• забезпечує здійснення процедури навіть у багатовимірному випадку, коли чисельне 

інтегрування непридатне, наприклад за числа вимірів >10. 

• легко застосовується за малих обмежень або без попереднього аналізу завдання. 

Метод Монте-Карло має й деякі недоліки, а саме: 

• межі похибки точно не визначені, а включають деяку випадковість; 

• статистична похибка спадає дуже повільно; 

• необхідні таблиці випадкових чисел. 

Повільна збіжність є істотним недоліком методу, однак можна скористатися його 

модифікаціями, які забезпечують високий порядок збіжності за певних припущень. Щоправда, 

обчислювальна процедура при цьому ускладнюється і за складністю наближається до інших 

процедур обчислювальної математики. Збіжність методу Монте-Карло визначають як 

збіжність за ймовірністю. Цю обставину навряд чи варто вважати його недоліком, оскільки 

ймовірнісні методи достатньою мірою виправдовують себе в практичних застосуваннях. 

Імітаційне моделювання за методом Монте-Карло (Monte-Carlo Simulation) дає змогу 

побудувати математичну модель з невизначеними параметрами, і, знаючи їх ймовірнісні 

розподіли, а також зв'язок між змінами параметрів (кореляцію), отримати розподіл 

досліджуваної функції. 

Метод Монте-Карло часто застосовують для обчислення надійності складних систем із 

великою кількістю елементів. Аналіз ризиків із використанням методу імітаційного 

моделювання Монте-Карло є поєднанням методів аналізу чутливості та аналізу сценаріїв на 

базі теорії ймовірностей. Результат такого комплексного аналізу – розподіл ймовірностей 

можливих результатів. 
Суть методу ілюструє такий приклад. Нехай відома невипадкова функція, скажімо 

збиток Y=φ(X), аргументом якої є випадкова величина X із заданим законом розподілу HX(x). 
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Треба оцінити закон розподілу випадкової величини Y або параметри закону розподілу (якщо 

його вигляд заздалегідь відомий). Для цього за відомою функцією розподілу HX(x) проводять 

п випробувань, тобто розігрують (моделюють) п можливих значень X: x1, x2, …, xN, і з цими 

числами виконують дії відповідно до функціональної залежності φ(X): 

y1=φ(x1), y2=φ(x2), …, yn=φ(xn). 

Отриману вибірку y1, y2, …, yn обробляють відомими методами математичної 

статистики й отримують параметри і закон розподілу випадкової величини Y. 

Для функції кількох аргументів алгоритм методу не зазнає істотних змін. У цьому разі 

розігрують вибірки для кожного аргументу Xi згідно із законом його розподілу HX(x) 

(припускають стохастичну незалежність аргументів): 

xi1, xi2, …, xiN, i = 1, 2, …, m. 

У подальшому отримують вибірку {уi}, виконавши дії відповідно до функціональної 

залежності Y=φ(X1, X2, …, Xm): 

y1=φ(x11, x21, …, xm1); 

y2=φ(x21, x22, …, xm2); 

……………………… 

yn=φ(x1n, x2n, …, xmn). 

Оцінку числа необхідних випробувань, які забезпечать необхідну похибку обчислень 

не вищу за задану, можна отримати на основі співвідношень граничних теорем. 

Класичне завдання оцінювання математичного сподівання випадкової величини 

методом Монте-Карло полягає в такому. 

Нехай вдалося деяким способом обчислити значення незалежних реалізацій yi (i = 1, 2, 

…, n) випадкової величини Y, для якої існують і скінченні її математичне очікування MY і 

дисперсія DY. Тоді середнє арифметичне значення 
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нормальний розподіл, і при заданому рівні довіри γ справедлива нерівність (8.1): 
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де α – константа, яка визначається вибором величин γ. 

Із цієї нерівності випливає, що кількість обчислень для досягнення заданої точності при 

заданому рівні довіри пропорційна величині n/DY . 

Загалом підвищення точності обчислення на один порядок потребує збільшення 

кількості обчислень на два порядки. Багато фахівців вважає, що це є основним недоліком 

методу Монте-Карло. 

Метод Монте-Карло спирається на використання випадкових чисел. Розподілені за 

заданим законом випадкові числа хк зазвичай отримують у два етапи: 

• знаходження випадкового числа R, рівномірно розподіленого в інтервалі (0, 1); 

• перетворення рівномірно розподілених випадкових чисел Ri на ті, які шукають xk. 

Генератори випадкових чисел є у всіх статистичних пакетах. За умови їх використання 

алгоритм методу імітації Монте-Карло складається з наведених нижче кроків. 

Крок 1. Спираючись на використання статистичного пакета, випадковим чином 

вибирають, ґрунтуючись на ймовірнісній функції розподілу, значення змінної, котра є одним 

з параметрів визначення функції. 

Крок 2. Обране значення випадкової величини поряд зі значеннями змінних, які є 

екзогенними, використовують під час підрахунку значення функції. 

Кроки 1 і 2 повторюють багато разів, наприклад 1000, й отримані 1000 значень 

використовують для побудови щільності розподілу досліджуваної величини зі своїми 

власними математичним сподіванням і стандартним відхиленням. 

Ймовірнісний розподіл регулює ймовірність вибору значень із певного інтервалу. В 

рамках моделі ймовірнісного аналізу ризиків проводять велику кількість ітерацій, що дають 

змогу встановити, як поводиться результативний показник (у яких межах коливається, як 
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розподілений) у разі підстановки в модель різних значень змінної відповідно до заданого 

розподілу. 

Отже, розглянуті методи уможливлюють отримання оцінки ризиків виникнення аварій 

та надзвичайних ситуацій на потенційно небезпечних об'єктах, об'єктах підвищеної небезпеки, 

що має важливе значення для оцінювання ступеня небезпеки і складання декларації безпеки 

об'єкта. 

Розробка і вдосконалення теоретичних і методологічних засобів імовірнісного аналізу 

безпеки складних систем залишається актуальною науковою проблемою і важливим 

практичним завданням. 

Імітаційне моделювання, при якому відтворюються випадкові явища, 

називається статистичним імітаційним моделюванням. Статистичне імітаційне 

моделювання базується на чисельному статистичному методі вирішення математичних 

завдань, який називається методом Монте-Карло. 

В основі імітаційного моделювання лежить метод статистичних випробувань (метод 

Монте-Карло), який базується на використанні випадкових чисел, тобто можливих значень 

деякої випадкової величини з заданим розподілом ймовірностей. Кожного разу, коли на хід 

модельованого процесу впливає випадковий фактор, його вплив імітується за допомогою 

спеціально організованого розіграшу (“жеребу”). Таким чином, будується одна реалізація 

випадкового явища, котра відтворює якби результат одного досліду. В процесі моделювання 

формується велике число реалізацій. 

Метод статистичного моделювання зазвичай включає наступні етапи: 

1. Спочатку дається опис функціонування системи, тобто опис завдань, що стоять перед 

системою, уточнюються вихідні (відправні) положення; розглядаються обмеження; 

виділяються підпроцеси; намічаються характеристики, які потрібно отримати на виході, і 

вибирається цільова функція або критерій, за допомогою якого буде проводитися оцінка 

ефективності функціонування системи. 

2. Проводиться збір та обробка інформації, що характеризує роботу підпроцесів 

системи і всього процесу в цілому. 

3. Виконується формалізація роботи системи, тобто виділяються головні фактори і 

виключаються другорядні, якими можна знехтувати. На основі цього складається 

відповідальна система адекватна математична модель процесу. 

4. Складається алгоритм прийнятої математичної моделі у вигляді операторної блок - 

схеми. 

5. Складається програма для багаторазового відтворення на ЕОМ процесі при числі 

реалізацій, що забезпечують задану точність. 

6. Виконується моделювання роботи системи на ЕОМ і видача на друк основних 

результатів моделювання. Зазвичай при цьому отримують: 

а) точкові оцінки, тобто математичне сподівання, дисперсію для кожного з підпроцесів 

і по всьому процесу в цілому; 

б) інтервальні оцінки, тобто довірчі інтервали та довірчі смуги розкиду середнього 

результату для кожного з підпроцесів і всього процесу в цілому; 

в) будуються криві рівнянь регресії, що характеризують залежність досліджуваних 

параметрів від різних аргументів. 

Крім перерахованого, можуть обчислюватися спеціальні характеристики, властиві 

розглянутого явища. Все це дозволяє прогнозувати перебіг процесу і введенням відповідних 

поправок оптимізувати його перебіг. 

Узагальнена структура дослідження системи методом статистичного моделювання 

показана на рис. 8.1. 

Із вище зазначеного виходить, що суть методу статистичного моделювання 

зводиться до побудови для процесу функціонування досліджуваної системи S деякого 

моделюючого алгоритму, який імітує поведінку і взаємодію елементів системи з урахуванням 

випадкових вхідних дій і дій зовнішнього середовища Е, і реалізації цього алгоритму з 

використанням програмно–технічних засобів ЕОМ. 
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Рисунок 8.1 – Схема алгоритму статистичного моделювання процесів функціонування 

системи 

 

За математичні схеми, які використовуються для формування дії випадкових факторів, 

приймаються випадкові події, випадкові величини і випадкові функції. 

Реалізацію випадкових величин і функцій здійснюють з допомогою спеціального 

механізму розіграшу в ході статистичного моделювання. В результаті статистичного 

моделювання системи S отримується серія часткових значень шуканих величин або функцій, 

статистична обробка котрих дозволяє отримати відомості про поведінку реального об’єкту або 

процесу в довільний момент часу. 

Якщо кількість реалізацій достатньо велика, то отримані результати моделювання 

системи набувають статистичної стійкості і з достатньою точністю можуть бути прийняті як 

оцінки шуканих характеристик процесу функціонування системи S. 

Для моделювання процесу на ЕОМ необхідно перетворити його математичну модель в 

моделюючий алгоритм. Методика побудови моделюючих алгоритмів передбачає 

використання наступних основних типів операторів: 

1. Обчислювальні оператори. В операторних схемах моделюючих алгоритмів кожний 

обчислювальний оператор може описувати будь-яку, як завгодно складну і громіздку групу 

операцій. 

2. Оператори формування реалізацій випадків процесів. Їх вводять для імітації дії 

різних випадкових факторів, які супроводжують досліджуваний процес. З допомогою цих 

операторів виконується реалізація випадкових подій, випадкових величин, випадкових 

факторів і т. ін. 

3. Оператори формування невипадкових величин. З їх допомогою формуються різні 

константи і невипадкові функції часу. 

4. Лічильники. 

Метод статистичних випробувань – це числовий метод математичного моделювання 

випадкових величин, який передбачає безпосереднє включення випадкового фактору в процес 

моделювання і є його істотним елементом. Вплив випадкових факторів на систему 

моделюється за допомогою випадкових чисел. Результатом моделювання є випадкові процеси 

або величини, які характеризують систему, що моделюється. Щоб їх імовірнісні 

характеристики (імовірність деяких подій, математичне очікування, дисперсія випадкових 

величин, імовірності попадання випадкової величини в задану область та ін.) співпадали з 
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аналогічними параметрами реальної системи або процесу під час моделювання потрібно 

отримати велику кількість реалізацій випадкових величин або процесів. Таким чином, метод 

полягає в багатократному проведенні випробувань побудованої імовірнісної моделі і 

подальшій статистичній обробці результатів моделювання з метою визначення шуканих 

характеристик розглядуваного процесу у вигляді оцінок його параметрів. Точність оцінок цих 

параметрів визначає ступінь наближення розв'язку задачі до ймовірнісних характеристик. 

На практиці метод статистичних випробувань доцільно використовувати в таких 

випадках, коли: 

♦ розв'язувати задачу цим методом простіше, ніж будь-яким іншим; 

♦ досліджується система, функціонування якої визначається багатьма ймовірнісними 

параметрами елементарних явищ; 

♦ важко або неможливо побудувати аналітичну імовірнісну модель системи. 

Важливою властивістю цього методу є те, що для звичайних числових методів обсяг 

обчислень зростає в разі збільшення розмірності задачі приблизно як показникова функція 

розмірності задачі, а для методу статистичних випробувань — лише як лінійна функція 

розмірності. 

 

Визначення необхідного числа випробувань  

Теоретичною основою методу статистичного моделювання є закон великих чисел. У 

теорії ймовірностей закон великих чисел ґрунтується на доведенні низки теорем для різних 

умов збіжності за ймовірністю середніх значень результатів (на підставі великої кількості 

спостережень) до деяких величин. 

У загальному вигляді закон великих чисел (теорема П.Л. Чебишева) записується так 

(8.2):  

1


))x(M
N

x
(Plim i  ,     (8.2) 

де Р – ймовірність складної події;  

X)x(M   – математичне очікування випадкової величини; 

N

x
)x(M i
  – середнє арифметичне спостережуваних значень; 

N – число випробувань (число реалізацій);  

ɛ – як завгодно мале позитивне число. 

Теорема Чебишева формулюється так: «При великому числі випробувань середнє 

арифметичне спостережуваних значень випадкової величини сходиться по ймовірності до її 

математичного очікування». 

При переході до відносних (без розмірності) параметрам, маємо окремий випадок 

закону великих чисел (теорема Я. Бернуллі), який аналітично записується так (8.3):   
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m
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*
i  ,     (8.3) 

де mi* – число появи події (частота); 

N

m
P

*
i*

i   – частість події; 

P – ймовірність події. 

Теорема Я. Бернуллі формулюється так: «При великому числі випробувань частість 

події сходиться по ймовірності до ймовірності події». 

Графічно закон великих чисел (і його окремий випадок) представлений на рис. 8.2. 
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Рисунок 8.2 – Графічне представлення закону великих чисел: 1 – математичне 

сподівання випадкової величини M(x) (ймовірність події Р), 2 – середнє арифметичне 

значень спостережень M*(x) (частота події Pi*) 

 

З рис. 8.2 випливає, що в міру збільшення числа випробувань середнє арифметичне 

значень спостережень випадкової величини M*(x) і частість події Pi* асимптотично і 

необмежено наближається до математичного очікування М(х) і ймовірності події Р. 

Це означає, що якщо справити велике число випробувань, то одержувані статистичні 

характеристики (середні значення) можуть розглядатися як істинні. Зазначене положення і 

становить математичну основу методу статистичного моделювання, тобто методу Монте-

Карло. 

Отже, ідея методу Монте-Карло проста і полягає в наступному: виробляється 

«розіграш» процесу (явища) за допомогою спеціально організованої процедури, який дає 

випадковий результат. Кожен «розіграш» дає нову, відмінну від інших, реалізацію 

досліджуваного процесу. Якщо таких реалізацій проведено багато, то ці безліч реалізацій 

можна використовувати як статистичний матеріал, обробивши який методами математичної 

статистики, отримуємо характеристики які нас цікавлять: ймовірності станів, математичне 

очікування і т.д. 

 

Моделювання випадкових величин з заданим законом розподілу 

Кожного разу, коли на хід модельованого процесу впливає випадковий чинник, його 

вплив імітується за допомогою спеціально організованого розіграшу (жеребкування). Таким 

способом будується випадкова реалізація модельованого явища, яка є одним із результатів 

дослідження. За результатами окремого досліду, звичайно, не можна робити висновок щодо 

закономірностей досліджуваного процесу. Але за великої кількості реалізацій середні 

характеристики (математичне сподівання, мода, медіана), що їх виробляє (генерує) модель, 

набувають стійких властивостей, котрі посилюються зі зростанням кількості реалізацій 

(прогонів). Звісно, залишається певний ризик, який характеризується тим, що модель є 

гомогенною, існує неповнота даних тощо. 

Для моделювання випадкової величини потрібно знати закон її розподілу. 

Найзагальнішим способом отримання послідовності випадкових чисел, що є послідовністю 

реалізацій випадкової величини, котра розподілена за довільним законом, є спосіб, в основі 

якого – процес формування їх з вихідної послідовності випадкових чисел. Ця послідовність є 

послідовністю реалізацій випадкової величини, що розподілена в інтервалі (0; 1) згідно з 

рівномірним законом розподілу. 

Згадану послідовність випадкових чисел з рівномірним законом розподілу можна 

отримати двома способами: 

 використанням таблиць випадкових чисел (вручну); 

 застосуванням генераторів випадкових чисел (спеціальних програм, що входять 

до складу програмного забезпечення комп’ютера). 

Нині використовують псевдовипадкові числа, що відповідають рівномірному закону 

розподілу. Псевдовипадкові (випадкові) числа – це числа, отримані за деяким правилом 

(формулою), що імітує значення випадкової величини. Розроблено низку алгоритмів для 

отримання псевдовипадкових чисел. Датчики псевдовипадкових чисел є складовими 

більшості програмних комплексів. 
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У складі трансляторів майже всіх алгоритмічних мов є стандартні процедури (чи 

функції), котрі генерують випадкові (точніше, псевдовипадкові) числа, що є реалізаціями 

послідовності випадкових чисел із рівномірним законом розподілу. Наприклад, у складі 

транслятора мови Visual Basic – стандартна функція RND, що видає випадкові дійсні числа 

одинарної точності в інтервалі (0; 1). Звернення до цієї функції може мати вигляд x = RND, де 

x – можливе значення (реалізація) випадкової величини, яка рівномірно розподілена на 

інтервалі (0; 1). 

Для перетворення послідовності випадкових чисел, що є реалізаціями випадкової 

величини з рівномірним законом розподілу в інтервалі (0; 1), у послідовність випадкових 

чисел, що є реалізаціями випадкової величини із заданою інтегральною функцією розподілу 

F(x), треба із сукупності випадкових чисел з рівномірним законом розподілу в інтервалі (0; 1) 

вибрати випадкове число ξ і розв’язати рівняння (8.4): 

F(x відносно ) = χ.     (8.4) 

У випадку, коли задана функція щільності ймовірності f(x), співвідношення (8.4) 

набирає вигляду (8.5): 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑥

−∞
.     (8.5) 

Для низки законів розподілу отримано аналітичний розв’язок рівняння (8.4), результат 

якого наведено в табл. 8.1. 

Таблиця 8.1 – Формули для моделювання випадкових величин 

Закони розподілу 

випадкової величини 
Щільність розподілу 

Формули для моделювання 

випадкових величин 

Експоненційний 

(показовий)   

Вейбула 
 

 

Гамма-розподіл (η – цілі 

числа)   

Нормальний 

  

 

Моделювання дискретної випадкової величини. Розподіл дискретної випадкової 

величини X може бути поданий у вигляді табл. 8.2. 

Таблиця 8.2 – Розподіл дискретної випадкової величини X 

xi x1 x2 … xn 

pi p1 p2 … pn 

 

Тут pj – імовірність того, що випадкова величина X набуває значення хj, тобто pj = 

P{X=xj}, j = 1, …, n. При цьому виконується умова 



n

j
jp

1

1 . 

Поділимо інтервал (0; 1) на n відрізків, довжини котрих дорівнюють заданим 

ймовірностям pj, j = 1, …, n, що формується генератором випадкових чисел, які відповідають 

рівномірному закону розподілу на інтервалі (0; 1), попадає до інтервалу . Якщо випадкове 

число pk, то випадкова величина X набуває значення хk. Отже, під час моделювання дискретної 

випадкової величини фактично використовується та сама процедура, що й за моделювання 

повної групи попарно несумісних подій (рис. 8.3). 
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Рисунок 8.3 – Графік функції розподілу ймовірностей дискретної випадкової величини 

 

Моделювання випадкових величин з рівномірним розподілом. Генератор 

випадкових чисел генерує послідовність реалізацій випадкової величини  з рівномірною 

функцією розподілу на інтервалі (0; 1). Для того щоб отримати реалізацію випадкової 

величини з рівномірним розподілом на інтервалі (a; b) (рис. 8.4), необхідно розв’язати 

відносно х рівняння (8.6): 

 = 𝐹(𝑥) =
𝑥−𝑎

𝑏−𝑎
,     (8.6) 

звідси 𝑥 = 𝑎 + (𝑏 − 𝑎). 

 
Рисунок 8.4 – Графік функції розподілу ймовірностей неперервної випадкової величини 

 

Моделювання випадкових величин з інтервально-постійною функцією розподілу. 
Нехай є підстави наближено подати функцію розподілу випадкової величини X, яка задана на 

відрізку [a0; an], інтервально-постійною функцією щільності розподілу f(x). Це означає, що 

відрізок [a0; an] поділено на n відрізків так, що відомі ймовірності попадання на кожен з них 

(pk, k = 0, 1, …, n) (рис. 8.5). 

 
Рисунок 8.5 – Інтервально-постійна функція щільності розподілу випадкової величини 

 

Тобто, ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑝𝑘, 𝑘 = 1, … , 𝑛.
𝑎𝑘

𝑎𝑘−1
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З умови f(x) = const = ck на кожному частковому інтервалі випливає, що реалізація 

випадкової величини Х може бути визначена за формулою (8.7): 

𝑥𝑘 = 𝑎𝑘−1 + (𝑎𝑘 − 𝑎𝑘−1),   𝑘 = 1, … , 𝑛,   (8.7) 

де  – реалізація випадкової величини, рівномірно розподіленої на інтервалі (0; 1);  

ak–1 – ліва межа часткового інтервалу;  

ak – права межа часткового інтервалу. 

Попадання у будь-який частковий інтервал можна розглядати як подію, що входить до 

складу повної групи попарно несумісних подій, а номер відповідного інтервалу – як дискретну 

випадкову величину  з розподілом (табл. 8.3). 

Таблиця 8.3 – Розподіл дискретної випадкової величини  

i 1 2 … n 

pi p1 p2 … pn 

 

Тому процедура моделювання загалом полягає у такому: 

1. За допомогою генератора випадкових чисел (ГВЧ) моделюємо дискретну випадкову 

величину  – номер інтервалу. 

2. За допомогою ГВЧ розігруємо випадкову величину ξ (з рівномірним розподілом на 

інтервалі (0; 1) і визначаємо реалізацію випадкової величини Х. Блок-схему алгоритму 

наведено на рис. 8.6. 

 
Рисунок 8.6 – Блок-схема алгоритму моделювання випадкової величини з інтервально-

постійною функцією щільності розподілу 

 

Розвиток обчислювальної техніки і застосування сучасних технічних засобів для 

оптимізації АТТ 

Для інформатизації всіх сфер суспільства потрібні програмно-апаратні засоби, 

обчислювальна техніка і пристрої зв'язку. Різні технічні засоби забезпечують прийом і 

передачу основних видів інформації – мови, даних, зображення у статиці і динаміці – на 

фізичному рівні з максимальним використанням слуху та зору. Безпосередньо з людиною 

пов'язані відносно громіздкі пристрої, що забезпечують проходження різноманітних людино-

машинних вхідних і вихідних потоків інформації (дисплеї, клавіатури, друку вальні пристрої, 

сканери, миші, джойстики тощо). Технічні засоби зв'язку забезпечують передачу потоків 

інформації до навколишнього середовища. На підприємстві залежно від масштабу і специфіки 

виробництва для збереження й обробки інформації можуть використовувати від одного до 

тисячі комп'ютерів. 

Обчислювальна машина – це технічний пристрій, призначений для введення, 

збереження, обробки і виводу інформації. 

Загальні принципи роботи обчислювальних пристроїв сформульовані фон Нейманом. 

Коротка історія розвитку обчислювальної техніки 
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Сучасним комп'ютерам передували механічні й електромеханічні пристрої. Так, В. 

Шикард створив годинник зі спеціальними обчисленнями. Це була шестирозрядна машина, 

що могла складати, віднімати числа та інформувати користувача про переповнення даних 

дзвінком. У 1642 р. французький математик Б. Паскаль сконструював десяткове колесо для 

рахунків, яке могло підсумовувати числа до восьми знаків. 

Обчислювальні пристрої розповсюдилися у 1820 р., коли француз Ч. Кальмар 

винайшов арифмометр - машину, що могла робити чотири основні арифметичні дії. Завдяки 

своїй універсальності арифмометри використовувалися досить довго. Багато вчених і 

винахідників удосконалили ці пристрої. Так, у 1880 р. швед В. Однер, що жив у Росії, створив 

арифмометр із перемінним числом зубців, аналог якого "Фелікс" випускався у Радянському 

Союзі до 70-х років XX ст. 

Початок ери комп'ютерів пов'язаний з ім'ям Ч. Беббіджа – англійського математика, 

який звернув увагу на те, що машина здатна виконувати складні математичні обчислення 

шляхом багаторазового повторення простих кроків. Для повторення операцій у машині Ч. 

Беббіджа, призначеній для вирішення диференціальних рівнянь, використовувалася енергія 

пари. Таким чином, процес обчислень був автоматизований, тобто проходив без участі 

людини. Аналітична машина Ч. Беббіджа, що складалася більше ніж з 50 000 деталей, мала всі 

основні компоненти сучасного комп'ютера: пристрій вводу інформації, блок управління, 

запам'ятовуючий пристрій і пристрій виводу результатів. Ч. Беббідж запропонував загальну 

структуру обчислювальної машини, де була реалізована дія умовного переходу. Аналітична 

машина могла виконувати певний набір інструкцій, що записувалися на перфокарти - кожній 

інструкції аналітичної машини відповідала певна послідовність отворів на перфокарті. У 1843 

р. для машини Ч. Беббіджа А. Лавлейс (перший програміст у світі) написала першу складну 

програму (розрахунок чисел Бернуллі), використовуючи бінарну систему числення. Ідеї Ч. 

Беббіджа та А. Лавлейс випередили свій час більш як на століття і не могли бути повноцінно 

реалізовані у той час, проте вони вплинули на розвиток обчислювальної техніки. 

Передумовою електромеханічного етапу розвитку обчислювальної техніки була 

необхідність великої кількості розрахунків у промисловості, економіці, військовій справі. У 

1889 р. Д. Фелт винайшов перший настільний калькулятор, а американський винахідник Г. 

Холлерит сконструював пристрій для розв'язування статистичних задач, що застосовувався з 

метою обробки результатів перепису населення США. У ньому перфокарти 

використовувалися для збереження даних. Спеціальний електричний прилад розпізнавав 

отвори на перфокартах і посилав сигнали у пристрій обробки. У 1896 р. Г. Холлерит заснував 

компанію з виробництва перфораторів Tabulating Machine Company, яка у 1924 p. після серії 

об'єднань перетворилася у відому International Business Machines (IBM). 

На початку 30-х років лічильно-перфораційна техніка використовувалась у 

Радянському Союзі для астрономічних розрахунків. У 40-х роках були створені складні 

релейні системи з програмним управлінням, що стали прямими попередниками електронно-

обчислювальних машин (К. Цузе, Д. Атанасов, Г. Айткен). У машині К. Цузе (1938 р.) 

програма записувалась на перфоровану кінострічку (подібно тому, як це було реалізовано в 

перших вітчизняних машинах "Урал"). Машина Z1 могла працювати з раціональними 

числами. Ідеї К. Цузе (наприклад, паралельне програмування) випередили час майже на 

півстоліття. Д. Атапасов створив і запатентував перші електронні схеми вузлів електронно-

обчислювальної машини (ЕОМ) (тригер Бонч-Бруєвича – у 1913 р.) та в 1942 р. побудував 

ЕОМ, що виконувала додавання і віднімання. Електронна машина Colossus була створена А. 

Тьюрингом у 1943 р. з функцією дешифрування. У1936 р. англійський математик А. Тьюринг 

та (незалежно від нього) американський математик і логік Е. Пост висунули й розробили 

концепцію абстрактної обчислювальної машини. Машина А. Тьюринга – гіпотетичний 

універсальний перетворювач дискретної інформації, що моделює обчислювальні системи. А. 

Тьюринг та Е. Пост показали принципову можливість вирішення будь-якої проблеми, що 

піддається алгоритмізації, за допомогою скінченних автоматів. 

Розвиток сучасної обчислювальної техніки прийнято розглядати з погляду зміни 

поколінь комп'ютерів. Крім елементної бази і часу використання, враховують такі параметри, 
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як швидкодія, архітектура, програмне забезпечення, рівень розвитку зовнішніх пристроїв. Ще 

одним якісним показником є галузь застосування комп'ютерів. 

У розвитку ЕОМ вирізняють п'ять поколінь комп'ютерів. В основу класифікації 

можна покласти елементну базу, за якою будують ЕОМ. 

І покоління. 1945-1955 рр. – на електронних лампах. У 1946 р. Дж. Моучлі і Дж.П. 

Еккерт сконструювали першу електронну обчислювальну машину ENIAC (Електронний 

обчислювальний інтегратор і калькулятор). В ENIAC електромеханічні реле були замінені на 

електронні вакуумні лампи (він містив 18 000 вакуумних ламп і 70 000 резисторів). ENIAC 

виявився універсальною обчислювальною машиною. Він використовувався для розрахунків у 

галузі атомної енергетики, прогнозів погоди, аеродинаміки тощо. 

Класична архітектура ЕОМ і принципи Дж. фон Неймана. У 1945 р. американський 

математик Дж. фон Нейман, приєднавшись до групи розробників ENIAC, описав архітектуру 

майбутнього комп'ютера EDV АС. Він запропонував увести до складу комп'ютера спеціальний 

пристрій для збереження команд і даних – пам'ять – і реалізувати можливість передачі 

керування від однієї програми до іншої. 

У процесі роботи зі створення першої у світі лампової ЕОМ у 1946 р. були 

сформульовані базові принципи побудови ЕОМ, що актуальні й нині, а саме: обґрунтування 

переваги використання бінарної системи для подання інформації та збереження програми як 

набору бітів у тій самій пам'яті, що й інформації, яку ця програма обробляє. 

Загальна схема роботи обчислювальної машини може бути подана таким чином: робота 

виконується за заздалегідь розробленою програмою – послідовністю команд; ці команди 

виконуються одна за одною, поки не буде виконана остання з них; послідовність виконання 

команд може бути змінена за допомогою команд передачі управління. 

Дж. фон Нейман також запропонував структуру ЕОМ, до основних блоків якої входять 

пристрій управління і арифметико-логічний пристрій, внутрішня пам'ять, зовнішня пам'ять, 

пристрої вводу-виводу. Пристрій управління й а риф мети ко-логічний пристрій у сучасних 

комп'ютерах об'єднані в один блок – процесор. 

Інформація зберігається у пам'яті, яка поділяється на оперативну і зовнішню. 

Оперативна містить проміжні результати і дані, що безпосередньо використовуються, а 

зовнішня - інформацію, потрібну для подальшого використання. Зовнішні запам'ятовуючі 

пристрої мають набагато більшу місткість порівняно з оперативними, але з повільнішим 

доступом. 

У 1945 р. фон Нейман підготував звіт, у якому визначив архітектуру й основні 

принципи роботи комп'ютера: 

1. Комп'ютер складається з процесора, пам'яті і зовнішніх пристроїв. 

2. Єдиним джерелом активності у комп'ютері є процесор, яким керує програма, що 

знаходиться в пам'яті. 

3. Пам'ять комп'ютера складається з комірок, кожна з яких має свою унікальну адресу. 

Кожна з комірок зберігає команду програми або елемент даних. 

4. У будь-який момент процесор виконує одну команду програми, адреса якої 

знаходиться в лічильнику команд. 

5. Інформація надходить у процесор з пам'яті або від зовнішніх пристроїв. 

Перетворення інформації відбувається тільки в регістрах процесора. 

6. Кожна команда програми містить такі розпорядження: 

o з яких комірок взяти інформацію; 

o які операції виконати з цією інформацією; 

o в які комірки пам'яті помістити отриманий результат; 

o як змінити вміст лічильника команд. 

Процесор виконує команди програми відповідно до зміни вмісту лічильника команд, 

поки не дістане команду зупинитися. 

Розроблені Дж. фон Нейманом основи архітектури ЕОМ виявилися настільки 

фундаментальними, що дістали в літературі назву "фон-нейманівська архітектура". У 1951 р. 

Д. Еккертта Дж. Моучлі побудували UNIVAC – перший комп'ютер, у якому були реалізовані 
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всі принципи фон-нейманівської архітектури, продавши перший екземпляр цієї машини 

департаменту переписів населення США. UNIVAC став першим американським комерційним 

комп'ютером. Він коштував мільйони доларів і міг виконувати близько 5000 операцій за одну 

секунду. 

Переважну більшість обчислювальних машин сьогодні становлять фон-нейманівські 

машини. Очевидно, значне відхилення від фон-нейманівської архітектури відбудеться в 

результаті розвитку ідеї машин п'ятого покоління, в основі обробки інформації в яких лежать 

не обчислення, а логічні виведення. 

Роботи зі створення обчислювальних машин виконувалися також у Радянському Союзі. 

Група науковців-кібернетиків під керівництвом академіка С.О. Лебедєва (Л.Н . Дашевський, 

К.О. Шкабара та ін.) розпочала розробку першої вітчизняної ЕОМ МЕЛМ (Мала електронна 

лічильна машина) у київському Інституті електротехніки АН УРСР у 1947-1948 pp. У 

листопаді 1950 р. запрацював макет МЕЛМ, на той час найшвидшої в Європі, а 25 грудня 1951 

р. машину було прийнято в експлуатацію. Машина оперувала з 20-цифровими бінарними 

кодами зі швидкістю 50 операцій на секунду, мала оперативну пам'ять у 100 комірок на 

електронних лампах. 

На початку 50-х років на МЕЛМ розв'язували задачі відомі радянські математики і 

механіки А.О. Дородніцин, O.A. Ляпунов, О.Ю. Ішлінський, М.В. Келдиш, М.О. Лаврентьєв, 

Б.В. Гнеденко та ін. На ній працювали перші радянські програмісти М.Р. Шура-Бура, B.C. 

Коро люк, К.Л. Ющенко та ін. 

У грудні 1957 р. на базі лабораторії обчислювальної техніки Інституту математики було 

створено Обчислювальний центр АН УРСР, який очолив В.М. Глушков. Від самого початку 

діяльність центру спрямовувалася на розвиток широкого комплексу фундаментальних і 

прикладних досліджень у галузі електронної обчислювальної техніки та її застосувань, на 

розв'язання проблем теоретичної і прикладної кібернетики, прикладної математики. Час від 

створення Обчислювального центру до його перетворення на Інститут кібернетики (1962 р.) 

був початковим періодом розвитку кібернетики та інформатики в Україні, а період створення 

й освоєння МЕЛМ (1948-1953 pp.) - початковим етапом розвитку електронно-обчислювальної 

техніки в СРСР. 

II покоління. 1956-1965 pp. – на напівпровідникових транзисторах. Транзистор був 

винайдений у 1947 р. співробітниками американської компанії "Белл" У. Шоклі, Дж. Бардіним 

і У. Бреттейном. Порівняно з електронними вакуумними лампами транзистори, що 

використовували електричні властивості напівпровідників, займали у 200 разів менше місця і 

споживали в 100 разів менше електроенергії. Тоді з'явилися нові технології збереження 

інформації на основі феритових сердечників, що давало змогу значно збільшити місткість 

пам'яті комп'ютера при одночасному зменшенні її розмірів. У 1956 р. у Массачусетському 

технологічному інституті було створено перший комп'ютер, повністю побудований на 

транзисторах. 

Машинна мова, що застосовувалася в першому поколінні комп'ютерів, була незручною 

для сприйняття людиною. Щоб подолати це, був розроблений асемблер - мова, в якій для 

кодування команд застосовувалися мнемонічні позначення, а для даних, що зберігалися в 

пам'яті, - імена, що відповідали їхньому змісту. 

Розширення сфери застосування комп'ютерів потребувало створення мов високого 

рівня. Одними з перших таких мов стали Фортран (FORmula TRANslation), призначена для 

складних формульних обчислень, і Кобол (COmmonBussiness Oriented Language), орієнтована 

на обробку фінансово-економічних даних. 

III покоління. 1965-1971 pp. – на інтегральних мікросхемах. Ідея інтегральної 

мікросхеми - кремнієвого кристала, на якому монтуються мініатюрні транзистори та інші 

елементи, - була запропонована в 1958 р. інженером компанії Texas Instruments Дж. Кілбі. Він 

виготовив перший зразок мікросхеми, в якій на кристалі германія знаходилися п'ять 

транзисторів. У 1959 р. незалежно від нього Р. Нойс, який згодом заснував компанію Інтел, 

розробив аналогічну інтегральну мікросхему на кристалі кремнію. Мікросхеми працювали 

значно швидше ніж транзистори, були компактнішими і споживали набагато менше 



105  

електроенергії. На основі цієї технології стали розроблятися мікросхеми, що містять сотні і 

тисячі елементів. 

У 1964 р. компанія IBM випустила комп'ютер IBM System 360, побудований на основі 

інтегральних мікросхем. З випуску комп'ютерів цієї серії почалось масове виробництво 

обчислювальної техніки. 

Паралельно з розвитком обчислювальної техніки вдосконалювалося і програмне 

забезпечення. У 1964 р. з'явилася мова програмування Бейсік (BASIC - Beginner's All-Purpose 

Symbolic Instruction Code), що дало змогу людям легко опанувати навички програмування. У 

1970 р. швейцарець Н. Вірт розробив мову програмування Паскаль, спеціально призначену 

для навчання структурному програмуванню. 

IV покоління. З 1971 р. – на мікропроцесорах. У 1969 р. компанія Intel випустила 

мікропроцесор - інтегральну мікросхему, на якій знаходився пристрій обробки інформації з 

власною системою команд. У 1971 р. був створений чотирирозрядний мікропроцесор І4004 - 

основа калькуляторів, які можна програмувати. Використання мікропроцесорів значно 

спростило конструкцію комп'ютерів. Практично відразу на їх основі з'явилися персональні 

комп'ютери, характерною рисою яких стали низька ціна і невеликі розміри. 

29 жовтня 1969 р. відбулося випробування першої глобальної мережі ARPANet, що 

об'єднувала 4 американські університети, а в 1974 р. В. Серф запропонував змінити назву 

ARPANet на Internet. 

Засновники фірми Apple С. Джобс і С. Возняк зібрали першу модель персонального 

комп'ютера в 1976 р. А в 1981 р. найбільша комп'ютерна компанія IBM представила свій 

перший персональний комп'ютер - IBM PC. Упродовж двох років було продано більше п'яти 

мільйонів цих комп'ютерів. Водночас компанія Microsoft почала випуск програмного 

забезпечення для IBM PC. 

У 1995 p. Intel випустив новий процесор Pentium Pro, що містив 5,5 млн. транзисторів. 

Персональні комп'ютери з процесорами Pentium здатні виконувати 400 мільйонів операцій за 

секунду. За прогнозами, у 2012 році вони будуть здатні виконувати понад 100 мільярдів 

операцій за секунду. 

V покоління. Швидкодія комп'ютерів з фон-нейманівською архітектурою обмежена 

швидкістю світла, з якою електрони рухаються усередині схем ЕОМ. Тому дослідники 

піддають ревізії ці принципи структури ЕОМ. Однак підходи, засновані на заміні одного чи 

двох принципів фон Неймана, не дали бажаних результатів. Причина невдач крилася в 

органічній єдності всіх трьох принципів. Найуспішнішу спробу ревізії традиційних принципів 

архітектури ЕОМ здійснив у середині 70-х років радянський учений-академік В.М. Глушков. 

Найбільш популярні системи імітаційного моделювання: 

 Arena (компанія Rockwell Automatіon); 

 AnyLogіc (компанія XJ Technologіes); 

 GPSS World (фірма Minuteman Software); 

 Process Charter 1.0.2 (компанія Scіtor); 

 Powersіm 2.01 (фірма Modell Data AS); 

 Іthіnk 3.0.61 (компанія Hіgh Performance Systems); 

 Extend+BPR 3.1 (компанія Іmagіne That!); 

 Vensіm (фірма Ventana Systems). 

 

8.5 Висновки по лекції 

Імітаційне моделювання – це метод дослідження, заснований на тому, що система, 

яка вивчається, замінюється імітатором і з ним проводяться експерименти з метою отримання 

інформації про цю систему. Експериментування з імітатором називають імітацією (імітація – 

це дослідження сутності явища, не вдаючись до експериментів на реальному об'єкті).  

Основною перевагою імітаційних моделей в порівнянні з аналітичними є можливість 

вирішувати завдання виняткової складності з урахуванням випадкових чинників. 

Метод імітаційного моделювання вдається успішно реалізувати за допомогою ЕОМ. В 

основі імітаційного моделювання лежить метод статистичних випробувань (метод Монте–

https://uk.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%86%D0%BC%D1%96%D1%82%D0%B0%D1%82%D0%BE%D1%80&action=edit&redlink=1
https://uk.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%95%D0%BA%D1%81%D0%BF%D0%B5%D1%80%D0%B8%D0%BC%D0%B5%D0%BD%D1%82_(%D1%81%D1%82%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0)&action=edit&redlink=1
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%86%D0%BD%D1%84%D0%BE%D1%80%D0%BC%D0%B0%D1%86%D1%96%D1%8F
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0
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Карло), який базується на використанні випадкових чисел, тобто можливих значень деякої 

випадкової величини з заданим розподілом ймовірностей. Метод статистичних випробувань 

– це числовий метод математичного моделювання випадкових величин, який передбачає 

безпосереднє включення випадкового фактору в процес моделювання і є його істотним 

елементом. Вплив випадкових факторів на систему моделюється за допомогою випадкових 

чисел.  

У розвитку ЕОМ вирізняють п'ять поколінь комп'ютерів. В основу класифікації 

можна покласти елементну базу, за якою будують ЕОМ. 
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